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AVANT-PROPOS 


Le cours de mathématiques que nous proposons est compose de 
deux tomes. 

Dans le premier tome, les trois premiers chapitres sont consacrés 
aux notions élémentaires d’analyse, quatre autres chapitres au 
calcul différentiel et intégral des fonctions d’une variable, un cha- 
pitre au calcul différentiel des fonctions de plusieurs variables, un 
chapitre aux séries et un chapitre enfin à l’algèbre linéaire (théorie 
des déterminants et des matrices, systèmes linéaires d'équations, 
opérateurs linéaires, opérateurs hermitiens, formes quadratiques) et 
à la géométrie analytique dans le plan et dans l’espace (droite, plan, 
coniques, quadriques). 

Les auteurs ont conscience que le programme de mathématiques 
du second cycle est surchargé et qu’il n’est point besoin par consé- 
quent de tout prouver. Ils espèrent que le professeur aidera les élèves 
à procéder aux coupes nécessaires. 

Plusieurs paragraphes du chapitre premier traitent du nombre 
réel. Nous pensons que l’approche du nombre réel comme une forme 
décimale est intéressante. La lecture de la démonstration du lemme 2 
relatif à une suite de formes décimales bornée croissante est souhai- 
table. Cependant dans l’étude de ces questions on peut se limiter au 
$ 7 où sont énumérées les propriétés du nombre réel et au $ 8 qui 
traite de l’approche axiomatique de la notion de nombre. 

Les propositions sont en règle générale démontrées. Cependant 
dans les cas où les démonstrations sont omises en dimension », des 
explications détaillées indiquent la marche à suivre en dimension 
deux et trois. 

Les auteurs attirent l’attention sur le fait que les neuf premiers 
chapitres et le chapitre 10 « Eléments d’algèbre linéaire et de geéo- 
métrie analytique » s’imbriquent étroitement et leur lecture doit 
être menée de pair. D’autre part avant d’aborder le chapitre 8 sur 
les fonctions de plusieurs variables, il est vivement conseillé de 
s'initier aux notions de base de l’espace à z dimensions. 
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Par ailleurs l’étude de l’opérateur hermitien et des formes quadra- 
tiques passe par celle des propriétés des fonctions continues sur un 
ensemble fermé ($ 12, chapitre 8). 

Le paragraphe consacré à l’extrémum des fonctions de plusieurs 
variables implique la connaissance des formes quadratiques. 

Les auteurs espèrent que cet ouvrage aidera les élèves des écoles 
techniques à parfaire leurs connaissances mathématiques. 


CHAPITRE PREMIER 


INTRODUCTION 


$ 1. Objet des mathématiques. 
Grandeurs variables et constantes, ensembles 


Les mathématiques occupent une place particulière dans le con- 
cert des sciences. Les mathématiques se définissent comme la science 
des formes de l’espace et des rapports quantitatifs du monde réel. 
Certes, si l’on tient compte de l’état actuel des mathématiques et de 
la diversité de ses structures, il faut comprendre ces formes et ces 
rapports dans leur acception la plus large. 

Les mathématiques arment les autres sciences du langage des 
nombres et des symboles pour exprimer toute sorte de rapports entre 
les phénomènes de la nature. Mais avant de faire usage des mathé- 
matiques le biologiste. le physicien ou l’économiste doit bien con- 
cevoir le phénomène étudié et le décomposer en parties susceptibles 
d’être traitées par les mathématiques. 

Les mathématiques étudient les modèles logiques conçus pour 
décrire les phénomènes naturels et sociaux ainsi que les rapports 
existant entre les éléments de ces modèles. Si le modèle mathéma- 
tique décrit correctement le phénomène étudié, il permet de dévoiler 
les lois qui régissent ce phénomène, autrement dit les mathématiques 
sont capables de mettre à jour les aspects qualitatifs du phénomène 
étudié. 

Vu son niveau élevé d'abstraction, un modèle mathématique est 
capable de simuler différents processus. Ainsi une même équation 
différentielle décrit la désintégration radioactive et les variations 
de température d’un corps. 

Quand on étudie des phénomènes naturels et sociaux, on se 
heurte constamment à des variations de grandeurs, à des relations 
entre grandeurs. Donc, la notion de grandeur variable est fonda- 
mentale en analyse mathématique. 

Par grandeur variable on entendra une grandeur qui dans le 
processus étudié est susceptible de prendre au moins deux valeurs 
distinctes. La grandeur qui ne prend qu’une valeur sera dite cons- 
tante. 

F. Engels a signalé que l'emploi de la variable cartésienne a 
introduit le mouvement et la dialectique en mathématiques. 

Si l’on regroupe toutes les valeurs prises par une variable, on 
obtient l’ensemble des valeurs de cette variable. 
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La notion d'ensemble est aussi fondamentale en mathématiques. 
C'est une notion liminaire que nous n’essayerons même pas de défi- 
nir par d’autres notions simples. 

Par ensemble on entendra une collection d’objets de nature quel- 
conque. 

On peut parler de l’ensemble des étudiants d'une faculté, de 
l’ensemble des molécules d’un corps, de l’ensemble des T.V. couleurs 
dans une salle, etc. Les objets d’un ensemble s'appellent éléments 
de cet ensemble. 

On désignera les ensembles par des lettres majuscules À, B, ... 

., À, Ÿ,...et leurs éléments par des lettres minuscules a, b,... 

D de 

Si un élément z appartient à un ensemble À, on note ceci par: 
zx € À. Si x n'appartient pas à À, on écrit : x Ë À. Le symbole À CB 
(lire À compris dans B) signifie que tout élément de À est élément 
de B 

L'ensemble À s'appelle alors sous-ensemble de B. On se sert 
encore de la notation équivalente: B = À (lire l’ensemble B com- 
prend l’ensemble À). Les symboles Get = sont les signes d’inclusion. 

Si un ensemble ne contient aucun élément, on dit qu’il est vide 
et on le note G. Il est évident que G © À, où À est un ensemble 
quelconque. 

Pour noter les ensembles on se sert d’accolades à l'intérieur des- 
quelles on inscrit par des procédés divers les éléments qui les com- 
posent. L'expression N= {1, 2, 3 . . .} désigne l'ensemble des entiers 
naturels; {0, 1, 2, 1 l'ensemble des entiers positifs; Z — 
= {..., —2, 1, 0, 1, .}, l'ensemble des entiers relatifs. Par 
exemple, l ensemble À de 2, 3, 4, 9, 6, 7, 8, 9, 0} est Compos des 


chiffres du système décimal. Il est évident que 2 € À et > ; é À. 


On dit que deux ensembles À et B sont égaux, et on note À = B, 
si À CBet B CA. Il n'est pas toujours facile d'établir l’égalite 
de deux ensembles. Par exemple, si À = {6, 8, 10, .} et B — 
= {p + qg} est l’ensemble des sommes des nombres premiers petg 
plus grands que 2, il est clair que B € À. Cependant, à ce jouronne 
sait pas encore si À € B, c'est-à-dire si tout nombre entier pair 
> 6 se représente par une somme de nombres premiers >> 2. 

Dans cet ouvrage on aura principalement affaire aux ensembles 
numériques. 


$ 2. Opérations sur les ensembles 


Les ensembles sont justiciables des opérations arithmétiques 
d'addition et de multiplication qui jouissent de propriétés en beau- 
coup de points similaires à celles de l’addition et de la multiplica- 
tion des nombres. 
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Soient donnés deux ensembles arbitraires À et B. On appelle 
somme ou réunion des ensembles À et B l’ensemble C composé des 
éléments des ensembles À et B, et on note: € = À + B ou C = 
— A |) B (fig. 1). Il est immédiat que À + À = À. 

On appelle produit ou intersection des ensembles À et B l'en- 
semble C composé des éléments appartenant à la fois à À et à B, 


V 


Fig. 1 Fig. 2 


et on note C = ABouC = À f\B (fig. 2). Il est évident que À fN] À = 
— À. Si AB = ©, on dit que les ensembles À et B sont disjoints. 
En se servant de la notion d'égalité des ensembles on démontre que: 

1)4+B=B+AÀ; 

2) (4 + B)C = AC + BC; 

3) (AB) C = À (BC); 

4) (4A+B)+C=A+(B+C). 
Prouvons 2). Si x € (A + B) C, c'est que, par définition du produit, 
zEA+BetzxzEC. De la définition de la somme il s'ensuit que 
z£E A ou xEB. Supposons pour fixer les idées que x € À. Alors 
z € AC et par suite x € AC + BC. Donc, (A + B)C & AC + BC. 
Si à présent x € AC + BC, alors ou bien x € AC. ou bien x € BC. 
Supposons que x € AC. Alors € A +BetzxzEC, c'est-à-dire que 
zxE(A + B)C. D'où AC + BC (A + B)C. Ce qui prouve 2). 

On appelle différence des ensembles À et B l’ensemble R = AXB 
composé des éléments de À n’appartenant pas à B. 

On remarquera que dans le cas général (AB) + B = À (fig. 3). 
Mais si B C4, alors (AB) + B = À (fig. 4). 

Les ensembles et les opérations d’addition et de multiplication 
que nous venons de voir forment une algèbre originale privée de 
coefficients et de puissances. 
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Pour abréger les notations on se servira dans la suite de quelques symboles 
élémentaires de la logique. Si une proposition nous intéresse non pas par son 
contenu mais par ses relations avec d’autres, on la désignera par @, B, : 

La notation & — $ signifie que la proposition & entraîne la proposition B, ‘la 
notation &« <= f, que les propositions & et f sont équivalentes, c'est-à-dire 
que « entraîne BP et B entraine «. 

La notation Y zx € À : « signifie que la proposition & a lieu pour tout z € À. 


Le symbole V s'appelle quantificateur universel. 
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La notation 1 y € B : B signifie qu'il existe un élément y € B pour lequel 
la proposition B a lieu. Le symbole 1 s'appelle quantificateur existentiel. 


Le symbole & désigne la négation de la proposition & ou plus brièvement 
la proposition «non &». 
Construisons la négation de la proposition Y x € À : &. 


Si cette proposition n'a pas lieu, la proposition & n'est pas réalisée pour 
tous les x € À, en d autres termes il existe un élément x € À pour lequel & 


À (A\B)+B=A 
Fig. 3 Fig. 4 


n'a pas lieu: WzE A :aœe>3r € À : a. De façon analogue AyE B:B>VyE 
€ B : B. 


Donc, pour construire la négation d'une formule contenant les symboles 
V'et 3. il faut remplacer Y par 3 et 3 par Y et surmonter de la barre de négation 


la propriété qui suit les deux points. Ainsi la négation de la proposition 


JM, VrEA:f()<M 
est 
JM, VrEA:fG<M NM, REA :f()<M 
<= VM, JE A:j(x) > A1. 


$ 4. Nombres réels 


La notion de nombre est liminaire et fondamentale en mathe- 
matiques. Au cours des siècles, cette notion a pris des extensions 
successives. L'ensemble des entiers naturels 


N=—{1,2,3,...,n,...) 


est apparu en raison du comptage des objets. Les besoins de la 
pratique et du développement des mathématiques ont poussé les 
mathématiciens à introduire les entiers relatifs 


16. 3 0 104 23..2 


et les nombres rationnels 
Q ={m/n}, où m,nEZ, nx0. 


Pour représenter un nombre rationnel de manière unique, on 
admettra, sauf mention expresse du contraire, que la fraction m/n 
est irréductible. 

L'introduction des nombres rationnels n’a toutefois pas entière- 
ment résolu un important problème de mesure des segments. Il 
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existe en effet des segments dont la longueur n'est pas rationnelle. 
Exemple: la diagonale d’un carré de longueur f. 

D'où la nécessité de considérer d’autres nombres: les nombres 
irrationnels. L'ensemble des nombres rationnels et irrationnels 
constitue l’ensemble KR des réels. Il existe plusieurs procédés d'in- 
troduction (de définition) des réels. Nous optons pour celui qui 
consiste à les représenter par des formes décimales illimitées 


a = ap, Ayols (1) 


a) étant un entier non négatif. a; des décimales. Donc, a, ne peut 
prendre que l’une des valeurs 0. 1, 2. ..., 9. On omet souvent le 
signe +. 

Le nombre 0 s’écrit sous l’une des formes suivantes: 


0 = +0,00 ... = 0,00 ... — —0,00 ... 


Pour représenter un nombre rationnel non nul -Æm/n (m >0, 
n >>0) par une forme décimale, on divise tout simplement m par nr 
comme à l’école primaire: 
min 


(2) 


On remarquera que si l’on applique ce procédé à une autre repré- 
sentation de la fraction -mp/np = -m/n (p >0), on obtient le 
même résultat. 

On pose 


Go did ..e 


+ T= + Gp 40203... (3) 


et on appelle le second membre de (3) symbole (ou forme ou dévelop- 
pement) décimal du nombre +m/n. 

Si le dénominateur de la fraction est de la forme n — 2‘5!, où s 
et À sont des entiers positifs, alors l'opération (2) s'achève au bout 
d’un nombre fini de pas et on obtient un symbole décimal limité 


+ = + do: dy... Em = + Go: di ... Gx00 ... (an > 0). (4) 
On utilise encore une autre représentation de la fraction (4): 
Ho, A... Am = Elo, A... wi (am — 1) 99... — 
= Ho, & .-. xp1 (arr — 1) (9), (2) 


bien qu’elle ne provienne pas du processus (2). Le troisième membre 
de (5) est un symbole décimal illimité. 
On dira qu’un symbole décimal 


Bo» B1B2 Mer. 


est illimité si pour tout entier naturel nr on peut exhiber un entier 
naturel À >> nr tel que le chiffre décimal f, soit > 0. 


2 
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Ainsi donc, tout symbole décimal limité peut être, grâce à (5), 
représenté par un symbole décimal illimité. Les formes décimales 
dont il sera question plus bas engendreront d'autres nombres. 

Supposons maintenant que le dénominateur de la fraction étudiée 
n’est pas de la forme 2*5!. Alors l'opération (2) est illimitée : à chaque 
pas on obtient un reste positif. Chaque reste est inférieur à x, donc 
parmi les r premiers restes il en existe deux au moins qui sont égaux. 
A partir de là l’opération se reproduit et devient périodique. Donc, 
la représentation décimale d’un nombre rationnel est de la forme 


+= +0 &: .. and: .. bb, .…. b, ... — 
= + 4: .. ay (b, .….. b,) (s << n). (6) 


Le nombre b, ... b, s'appelle période. La représentation (5) 
peut être considérée comme un cas particulier de (6). 


EXEMPLES. 
166 ...—0,1(6), <= 0,(142857). 
22 ... =0,(2), 


(7) 
,0707 ...—0,(07), 


,00707 ... —0,9(07). 


eos 

| = 2] ot | 
un 

© © © © 


© 
(7e) 
© 


La représentation (6) s'appelle forme (ou symbole ou développe- 
ment) décimale illimitée périodique. 

Ainsi, tout nombre rationnel non nul peut être représenté grâce à 
l'opération (2), ou grâce à (5) dans le cas d’un nombre décimal, par 
une forme décimale illimitée périodique. On démontre qu’à tout 
nombre rationnel correspond une forme décimale illimitée périodique 
et inversement que toute forme décimale illimitée périodique (6) 
est engendrée grâce à (2) et à (5) par un nombre rationnel donné par 
la formule : 


+ [ao a... a+ A fe 10 #]. 


Par exemple 
1,237 (06) — 1,237 + 0,000 (06) = 1,237 +28 10—1,237+ 5. 


Il existe des formes décimales qui ne sont pas périodiques. 
Exemple: 0,1010040001 . ..; 0,121122111222 . .. 
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Autre exemple: si l’on extrait la racine carrée de 2 d'après la 
règle habituelle, on obtient la forme décimale illimitée non périodi- 


que: V2 = 1,41 . .. Cette forme est définie en ce sens qu'à tout 
entier naturel k correspond un chiffre &, occupant le rang k à droite 
de la virgule et se calculant de façon unique d’après la règle d’extrac- 
tion de la racine carrée. 

L'analyse mathématique nous offre plusieurs procédés de calcul 
du nombre x avec n’importe quelle précision. On obtient pour le 
nombre x une forme décimale illimitée bien déterminée qui n’est 
pas une forme décimale périodique mixte. 

Donnons maintenant une définition purement formelle d’un 
nombre irrationnel. On appelle nombre irrationnel un nombre déter- 
miné par une forme illimitée non périodique 


a = HG, Lilols e « 9 (8) 


où æ, est un entier positif, an (k = 1, 2, . . .) des chiffres, le signe 
« — » veut dire que nous avons désigné le second membre de (8) par a. 

Les nombres rationnels et irrationnels sont dits réels. 

De ce qui précède il suit que fout nombre réel non nul peut être 
représenté par une forme décimale illimitée (8). Si cette forme est 
illimitée périodique, ce nombre est rationnel ; si elle est illimitée non 
périodique, il est irrationnel. | 

Une fraction décimale non nulle peut être représentée par une 
forme limitée, mais elle ne définit pas un nouveau nombre rationnel : 
en effet d’après la convention exprimée par l'égalité (5) elle peut 
être remplacée par une forme illimitée périodique. 

Un nombre a dont les à, ne sont pas tous nuls est positif ou négatif 
selon qu'on aura le signe « + » ou le signe « — » dans (8); ceci 
étant on omettra comme toujours le signe « + ». 

Les nombres réels ont été définis jusqu'ici d’une manière formelle. 
Il reste encore à définir les opérations arithmétiques sur eux, à in- 
troduire la notion « >>» et à vérifier que ces opérations et cette 
notion sont compatibles avec les opérations et la notion « >>» res- 
pectives, relatives aux nombres rationnels. De plus il faut s’assurer 
qu'ils sont doués des mêmes propriétés que les nombres rationnels. 


$ 5. Définition de l’égalité et de l’inégalité 


Soient deux nombres a = +@s, @Œitoe . . ., b = ÆB,, BB: . .. 
définis par des formes décimales illimitées. On dira que ces nombres 
sont égaux si et seulement s’ils ont même signe et 


an = Pr ED; 12; 35.) 


Soient a et b des nombres strictement positifs. Par définition, 
a << b ou, ce qui revient au même, b >> a, si &) << Bo ou s’il existe 
un indice L tel que x — Br (k = 0, 1, ...) D) et CARS Pr 
2—0822 


48 INTRODUCTION [CE 1 


Si les formes décimales illimitées représentant les nombres a et b 
ont pour expression 


bia a ... an99 ... (an <9), ; 
b— Por Ba -.. Br, 99 ... (Bn, <9), Ve) 


on peut représenter ces nombres par les formes décimales limitées 


A —= Ogg, LU... an-1(@n + 1), 


b= Por Bi - -. Bar, -2 (Ba, + 1). 


Il est immédiat de voir que si a = b ou a << b au sens de la défi- 
nition précédente (dans le langage des formes décimales illimitées 
(4)), alors a — b ou respectivement a << b au sens de l'égalité 
(a — b) ou de l'inégalité (a << b) des formes décimales (1°). 

Par définition, a >> 0 ou a << 0 selon que a est strictement positif 
ou négatif; par ailleurs, par définition, a << b si a << 0 et b —0 
ousia b<0et|a|=>1b |. 

Si a = +, Gite. - . alors par définition —a = Æ@s, &iGa - . . 
et la valeur absolue | a | = <+@o, Œie . . . = Go, Gite . . . Donc, 


a (e>0), 
aimait À Go, 


(1°) 


On sait qu'entre les nombres réels et les points d'une droite on 
peut établir une correspondance biunivoque (++) d’après la règle 


Fig. 9 


suivante. Au nombre 0 on associe un point quelconque © sur la 
droite appelé point zéro et réciproquement. Pour unité de mesure 
on prend la longueur d’un intervalle quelconque. À chaque nombre 
réel Ha (a >> 0) on associe le point de la droite situé à une distance a 
à droite de O pour “a, et à gauche de O, pour —a (fig. 5). Récipro- 
quement, si À est un point arbitraire de la droite situé à une distance 
a à droite de ©, on admet qu'il correspond au nombre réel +a. S'il 
est situé à gauche de O, on admet qu’il est associé au nombre —a. 
La droite considérée s'appelle droite numérique ou axe des réels. Dans 
la suite on ne fera pas de distinction entre les points de la droite 
numérique et les nombres réels correspondants. Signalons que la 
distance de deux points a et b est égale à | a — b | (la définition de 
la différence est donnée au $ 6). 
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$ 6. Définition des opérations arithmétiques 


Supposons qu’à tout entier positif (un éndice) est associé un 
nombre x, d’après une loi. La collection 


Tor Lis Los ee (1) 


s'appelle suite de nombres. Les nombres z, sont les éléments ou les 
termes de la suite (1). Les éléments zx, et x, (m = n) sont distincts, 
même si éventuellement ils sont égaux. 

On dit qu’une suite est croissante (resp. décroissante) si zx < Tp4s 
(resp. 24 > Zx+,) pour tout k = 0, 1, 2, ... 

On dit qu’une suite est majorée (resp. minorée) s’il existe un nombre 
M (resp. m) appelé majorant (resp. minorant) tel que x; < M (resp. 
z, > m) pour tous les k = 0, 1, 2, ... 

Les termes de la suite (1) étant entiers, on dira que cette suite 
se stabilise à un nombre E si l’on peut exhiber un k, tel que x; = E 
pour tous les À >> k, et on notera zx, 7 Ë. 


LEMME 4. Si une suite d’entiers est croissante et majorée par un 
nombre M, elle se stabilise à un entier & << M. 


DÉMONSTRATION. La suite {x,} est majorée par le nombre M 
et est croissante, donc elle est minorée. Bien qu’elle comprenne un 
nombre infini de termes, cette suite ne parcourt qu’un nombre fini 
d’entre eux, car ils sont SW. Soit E le plus grand de ces termes. 
On a E < M et il existe un indice s tel que x, = E. Or, la suite 
{z,} est croissante, donc x; = x, pour tous les k > s, autrement 
dit la suite se stabilise au nombre E (x, TE << M). 

Considérons maintenant une suite de formes décimales positives 
(simultanément limitées ou illimitées): 


di Lio LiLi2L gg - - 5 


A2 — Lrgs U21Mo2Uos - - 1 


(2) 


ds — sos AsiMs2A 33 - - - 


Les seconds membres de (2) forment un tableau (matrice infinie). 
On dira que la suite (2) se stabilise au nombre a = ,, Y1Y2.. 
et on écrira 


° 


An = @: (3) 
si la k-ième colonne du tableau (2) se stabilise à y, quel que soit k = 
= 0, 1, 2,..., c'est-à-dire que «&,x 7 y: pour tout k fixe. 


LEMME 2. Si une suite croissante (2) de formes décimales (toutes 
limitées ou toutes illimitées) est majorée par un nombre M, elle se 
stabilise à fortiori à un nombre a tel que 

4,<a< M (n=1,2,...). (4) 
2e 
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En effet, dans les hypothèses du lemme, les entiers de la colonne 
zéro de la matrice (2) 
Œ10 


(LT; 
Lo 


croissent aussi et sont majorés par le nombre M (cf. $ 5), donc en 
vertu du lemme 1, ils se stabilisent à un entier positif y, < M. Sup- 
posons que cette stabilisation a lieu à partir d’un indice n,, c'est-à- 
dire que 4h = Yo, Œniüne LM, n >. 

Prouvons maintenant que la première colonne de (2) 


se stabilise aussi à un chiffre y, et que 


Yor Vi < NT. 

En effet, les représentations décimales des nombres a, étant 

pour r > n, de la forme 
Vos Æn1An2Un3 - - - < M 
et la suite {a, } étant croissante, les chiffres &«,, (<9) de la première 
colonne croissent pour nr > nr, et par suite se stabilisent, en vertu 
du lemme 1, à un chiffre y,. Supposons que la deuxième stabilisation 
a lieu à partir de l'indice 7, > nr, autrement dit pour n > n;, 
An = Vos ViXneUns - + K M. 

Ceci étant, il est manifeste que 

à Vor USA S<M (n >). 


Raisonnons maintenant par récurrence. Supposons que les colon- 
nes de la matrice (2) d'indices inférieurs à À se stabilisent respective- 
ment à Yo: Yi: - - -» Ya et que 


Vor V1 Ye LM (V1, + - ., V1 sont des chiffres). (5) 
‘Prouvons que la (4 + 1)-ième colonne de (2) se stabilise aussi à un 


chiffre Y:+,1 et que 
Vos Va + VaYa+i < M. (6) 


.. En effet, puisque les représentations décimales des nombres «a, 
‘sont, pour nr > rx, de la forme 


An = Yor Vi +: + Van h+iAn n+a - + < M 
êt de plus a, croît, les chiffres &, :+, croissent pour nr > n, et par 


Ù 
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suite se stabilisent pour nr > n1+1, Où n+1 est assez grand, à un 
chiffre Y:+.1. De plus il est évident que 


Vor Va eee Ya Lan LM (n > rit), 


c'est-à-dire qu’on retrouve l'inégalité (6). Nous avons donc prouvé 
par récurrence que (5) est vraie pour tout ket que a, 7 & = Yo: Y1Ÿ2-- 


Prouvons la première inégalité (4). Comparons les nombres 
an — Œnn: niln°n3 ... 
et 
a = Vor ViVaYs - - - 
Si les composantes respectives des deux représentations sont égales («&,, = 
= Vs, S = 0, 1, 2, ...), alors a, = u. Sinon, pour un certain s on a 
Gnj—="Y] G =0, 4, CRE s— 1), 
(1 
ns 'Ys: 
Ceci étant, si s — 0, les égalités n'ont pas de sens dans (7). Pour l'indice n 
considéré, les nombres @,; = Y; (j = 0, 1, ..., s — 1) sont déjà stabilisés, 
donc 


On < Enor Ent - + + En.s-1 (Ens + 1) = Vos Ya - + Vs-1 (Guns + 1) < 


‘ : RE S Vor Yi + Vs-1Ys 0 
ce qui prouve la première inégalité (4). 
Reste à démontrer la deuxième inégalité (4). Si a = Yo, Y1.- + + Ya OSt 
une forme décimale limitée, alors elle résulte de (5) pour 4 = N. Supposons 
maintenant que b 


a — Vos ŸiŸe - - - (8) 
est une forme décimale illimitée. Représentons le nombre Af par une forme 
décimale illimitée M = mo, mim: . . . Si l’on admet que l'inégalité à démon- 
trer est fausse, il existe alors un k tel que 

=m j—=0, 1, ..., k—1), 
VRk D Mke 
Si & = 0, les égalités n'ont pas de sens dans (9). La forme (8) étant illimitée, 
il existe un s tel que ÿz+, > 0. Donc 
Vus Vi eee VRAYŸR ee Vhts D Vos Vi ee + VRAVR = Mo Mie MRAŸR > 
= Méos M... MR Mk + 1) = Mo, M... Mh-1M} .... > Mo MyMa ... = ; 
ce qui contredit l'inégalité (5). 


Nous sommes désormais en mesure de définir les opérations arith- 
métiques sur les nombres réels. 

Considérons un nombre quelconque a — &o, &1&2 . . . et intro- 
duisons sa n-troncature a") = @y, ta . . . &,. On admet que le 
lecteur connaît les opérations sur les formes décimales limitées. 

Soient deux nombres strictement positifs a et b dont les formes 
décimales illimitées s'écrivent 

€ — Œo) (eATeZ) e. ee, b — Bo» B1B> CRC 
Introduisons la suite de nombres 


a Lo, oi ... an HBor Bi. Ba = AG, A0... A0) 
(ni 1, 2%.) 


29 INTRODUCTION [CE 1 


I] est évident que cette suite est croissante et qu’elle est majorée: 
PHP E(ao+ 1) +(Bo+1) (n—1, 2, ...). 


Donc, en vertu du lemme 2, les représentations décimales de ses 
éléments se stabilisent à une forme décimale y,, Y:1Y+ . . . correspon- 
dant à un nombre,réel. Ce nombre est par définition la somme des 
nombres a et b: 
a + b = YomViŸ2 ee 

Ainsi nous définissons la somme a + b comme le nombre auquel 

se stabilise {at + (9) }: 
a LOT a+ D. (10) 

Pour définir le produit des nombres positifs a et b, introduisons 

la troncature 


(PP) = pe, pe. LD, (11) 
La suite de ces troncatures est visiblement croissante (lorsque croît ) 
et est majorée: 
(GRIP E(Go+ 1) (Bo+ 1) (m=1, 2, ...). 
Donc, le lemme 2 nous dit que cette suite se stabilise à un nombre que 
l’on appellera produit ab: 
(a) ob. 

Signalons les inégalités 
an) —= Xp, A. sen Li re se Lis PE 0 PO e PE . An99 ... = 
| = gs En + + + On1 (En + 1) = Co A + En + 10, 
i.e. 

am <L'a< am) +107. 

La quantité a tend vers a (lorsque n croît) en croissant. Quant 

à la quantité a) + 107, elle tend vers a en décroissant: 


a 107 an œ ... 299 ... Gp Gi + AnAn+199 ... = 
= atr+i) su 10741 


Cette circonstance sera utilisée pour définir la différence et le 
quotient de nombres strictement positifs. 

Si a > >0, la différénce a — b se définit comme une forme 
décimale à laquelle se stabilise une suite de formes décimales limi- 
tées : 


a (D 1107) (a — D); (12) 


sia, b >>0, alors le quotient a / b se définit comme une forme décimale 
à laquelle se stabilise la suite des formes décimales limitées : 


a(n) (n) _, a 
bn) + 40-n —> b*° (13) 
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A noter que lorsque n croît, at) croît et b( + 107" décroît, donc 
les premiers membres de (12) et (13) croissent et de plus ils sont 
majorés : 


7 — (9 +107) Loo+1, 


( a(n) |” &o +1 
bn) D 40-n / Bo, Ba --- Bs ? 


où sest tel que B, > 0. Donc, en vertu du lemme 2, ils se stabilisent. 
Posons encore 


O+a=a+0=a, a-0=0=0—a= (a>0, b>0). (14) 


Nous avons défini la somme, la différence, le produit et le quotient 
de nombres positifs a, b en admettant dans le cas de la différence 
que a => b et dans le cas du quotient que b >> 0. Ces définitions se 
généralisent par les procédés habituels aux nombres a et b de signe 
quelconque. Par exemple, si a, b < 0, on convient que a + b = 


=b+a—=—(|a|+]|b}]|). Si a et b sont de signes contraires et 
lal>|6b |, on admet que a+b=b+a—+(|g| —]|b}|), le 
signe retenu étant celui de a. En particulier 

a + (—a) = 0 


quel que soit a. 

Les autres opérations sont justiciables de règles identiques que 
nous ne citerons pas, car elles sont bien connues du cours d’algèbre. 

Au $ 7, on énumère les propriétés des nombres réels découlant 
des définitions ci-dessus. Ces propriétés ne seront démontrées que dans 
certains cas *). Elles ont été réparties en cinq groupes (I à V). Les trois 
premiers groupes comprennent les propriétés élémentaires dont on 
se sert pour les calculs arithmétiques et la résolution des inégalités. 
Le groupe IV est composé d’une propriété (la propriété d’Archimède). 
Le groupe V enfin est constitué d’une propriété formulée en termes 
de limites qui sera prouvée au $ 5, chap. 2. 


$ 7. Propriétés fondamentales des nombres réels 


I. Relation d'ordre. 

Ï,. Aziome de trichotomie. Pour tout couple de nombres réels a et b, 
on «a 

a=b ou a>b ou a< b, 

ces cas s'excluant. 

J,. Dea<bet b< c il s'ensuit que a < c (la relation est transi- 
tive). 

J,. Si a << b, il existe un nombre c tel que a <c< b. 


1) La démonstration complète figure dans l'ouvrage de Nikolski « Analyse 
mathématique », Tome I, chap. 2. 
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II. Propriétés de l'addition et de la sous- 
traction. 

Il. a + b = b + a (commutativité). 

IL. (a + b)+c= a+ (b + c) (associativité). 

Ils a +0— a. 

IT. a + (—a) = 0. 

IT:. De a << b il résulte que a + c << b + c pour tout c. 

Le nombre a + (—b) s'appelle naturellement différence entre a 
et b, c'est-à-dire que a — b = a + (—b), car si on ajoute cette 
différence à b, on obtient le nombre a: 


[a + (—b)] + b = a + [(—b) + b] = a +0 = a. 


On voit sans peine à partir des propriétés précédentes que la 
différence est unique. On montre que Îa différence telle qu’elle vient 
d’être définie coïncide avec celle donnée par la formule (12). $ 6. 

II. Propriétés de la multiplication et de 
la division. 

IT, ab = ba (commutativité). 

ITT,. (ab) c = a (bc) (associativité). 

IT KL. a: —= €. 


Il. a? =1(a# 0). 


III. (a + b) c = ac + bc (distributivité). 
[TTe. De a <bet c >0 il s'ensuit que ac < bc. 


Il est naturel d'appeler le nombre a- : (b = 0) quotient de a par b 


( DE a- 5) , Car en le multipliant par b on obtient a: 
(a.—)5=a (+6) 0 (b.—)=ai=a. 


Jl résulte des propriétés précédentes que le quotient de a par b 
est unique. On démontre que tel qu'il vient d'être défini le quotient 
coïncide avec celui donné par la formule (13), $ 6. 

IV. Propriété d'Archimède. 

Pour tout nombre c = 0, il existe un entier naturel n >c. En 
effet, si © — &o, Gi . . ., on peut prendre nr = &o + 2. 

De la propriété d’Archimède et de certaines autres il s'ensuit que 
pour tout nombre strictement positif € on peut exhiber un entier 


naturel x tel que ’ < €. 


En effet, en vertu de IV on peut exhiber pour le nombre 1/e 
un entier naturel nr tel que 1/e < n, ce qui d’après III, entraîne 
l'inégalité désirée. 

On remarquera que pour un nombre donné c > 0 il existe dans la 
suite des entiers positifs O0, 1, 2, ... un seul nombre m tel que 
m£<c<m+i. 
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Propriété V. Si une suite de nombres réels a, a, as ... 
est croissante et majorée par un nombre M (a, < M), il existe alors 
un nombre a < M qui est la limite de cette suite: 

lima,=a<M. 
no 

Cela signifie que pour tout nombre € > 0 aussi petit que l’on 
veut on peut exhiber un entier naturel n, tel que 


[a—aml=a—-a<e 


pour tous les nr >. 

Voir démonstration du théorème. $ 5, chap. 2. Nous verrons que 
la propriété V est une conséquence immédiate du lemme 2, $ 6, 
qui affirme, en particulier, qu’une suite de formes décimales illimi- 
tées croissante majorée par un nombre M se stabilise à une forme 
décimale représentant un nombre a < M (a, Z a). 

En effet, dire que a, se stabilise à a revient à dire que a est la 
limite de a. 


$ 8. Approche axiomatique de 
la notion de nombre réel 


D 


Nous avons appelé nombres réels les formes décimales illimitées 
et avons introduit pour eux les notions de 0, 1, =>, =, les opérations 
arithmétiques. Nous avons formulé les propriétés I à V. 

Signalons qu’à partir des propriétés I à V on peut déduire toutes 
les autres propriétés des nombres. 

L'approche axiomatique consiste à définir les nombres réels 
comme des objets (êtres) a, b, c, ... satisfaisant aux propriétés I 
à V. Dans cette approche les propriétés Ï à V s'appellent axiomes. 

Les axiomes doivent être légèrement modifiés. L’axiome I[s’énon- 
ce dorénavant: à chaque couple de nombres est associé un nombre 
a + b appelé somme et vérifiant les axiomes II, à II. L’axiome If; 
devient : il existe un nombre 0 (zéro) tel que a + O = a pour tous les a. 
L’'axiome II, prend la forme : pour tout nombre a il existe un nombre 
—a tel que a + (—a) = 0. Enfin, l’axiome III; se formule: ël existe 
un nombre 1 (unité) distinct de 0 et tel que a-1 = a pour tous les a. 

Désignons par R l’ensemble de tous les nombres réels, c’est-à-dire 
de tous les êtres vérifiant les axiomes I à V. Donc, KR contient les 
éléments 0 et 1. Les axiomes nous permettent de prouver que 0 1 
et que les nombres 2 = 1 +1,33 — 2 +1,...,et —1, —2, —3, 
ont un sens. On obtient en définitive l’ensemble des entiers relatifs 
(distincts entre eux!) 


CRRX —2, —1, 0, 1, 2, 
En vertu de ces axiomes la division des réels est possible sauf 
par zéro. Donc, l’ensemble R comprend les nombres rationnels 
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min = +mplnp (nr >0, m>0, pÆ0). Il contient également 
les formes décimales limitées. Avec ces dernières on peut construire 
des suites majorées croissantes. L’axiome V nous dit que ces suites 
admettent des limites dans R. Certaines de ces limites ne sont pas 
des formes décimales limitées, mais des nombres distincts d'elles 
qu’il est commode de représenter par des formes décimales illimitées. 
En partant des axiomes on a abouti par des raisonnements logiques 
aux formes décimales illimitées. Nous avons esquissé la marche à 
suivre mais celle-ci ne prétend nullement à une démonstration. 

De ce qui précède il s’ensuit que d’un point de vue formel peu 
importe que l’on définisse les nombres réels à partir des formes déci- 
males illimitées ou axiomatiquement. 

Du point de vue philosophique, la seconde approche est certes 
mieux appropriée dans la mesure où les nombres sont des êtres abs- 
traits exprimant les rapports quantitatifs du monde réel, alors que 
les formes décimales ne sont que des symboles formels les représen- 
tant. 


$ 9. Inégalités pour les valeurs absolues 


L’inégalité 
[al<e (1) 
équivaut aux deux inégalités 
—e<a<e. (17) 
De là, l'inégalité 
[a—b|l<e (2) 
équivaut aux inégalités 
b—e<a<b+e. (2°) 
De façon analogue, l'inégalité 
|[a—bi<e (3) 


équivaut aux inégalités 
b—e<La<b+e. 
On a de même 
[a+biI<lael+lbl, (à) 
[a—b|>llal—1bil. (5) 
On établit l'inégalité (4) en distinguant quatre cas: 1) a, b > 0, 
2)a,bL0,3)a<0< b,4)b L0< a. Dans le cas 2) par exemple 
a+b<Lb<LO, |a+b|=—-(a+b)=—-a—-b = 
= |al+ilbl 


dans le cas 3) si l’on admet que |b|>]|a| 
[a+bl=b+a<ial+lbl 
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Le cas 3) pour | b | < | a |, de même que le cas 1) sont laissés au 
soin du lecteur. Le cas 4) se ramène au cas 3). D’autre part, en vertu 
de (4)jon a 
l[al<1b1+fa—-b], 1b]<lal+la—-b|, 
c'est-à-dire que 
[al—la—-b|<1b|<lal+l\a—bl], 
d'où (5). 


$ 10. Intervalles, ensemble borné 


Soient a et b des nombres tels que a << b. 

L'ensemble des nombres x tels que a < x < b est un intervalle 
appelé intervalle fermé d'origine a et d'extrémité b et noté [a, b]. 

L'ensemble des nombres x tels que a << x << b est un intervalle 
appelé intervalle ouvert d'origine a et d'extrémité b et noté Ja, bl. 

L'ensemble des nombres z tels que a < x << b (resp. a << x < b) 
est un intervalle semi-ouvert à droite (resp. à gauche) d’origine a et 
d'extrémité b et noté [a, bl (resp. la, b]). 

Les ensembles des nombres x tels que: 1) x<<a; 2) x <a; 
3) z>a; 4) x —>a sont des intervalles appelés respectivement 
4) intervalle fermé illimité à gauche (ou section commençante fermée 
d'extrémité a) ; 2) intervalle ouvert illimité à gauche (ou section com- 
mençante ouverte d'extrémité a) ; 3) intervalle fermé illimité à droite 
(ou section finissante fermée d'origine a); 4) intervalle ouvert illimité 
à droite (ou section finissante ouverte d'origine a), et notés 
4) ]—co, al; 2) ]J—oo, al, [a, œf, la, œf. L'ensemble R se note aussi 

—00, oo. à 

Les symboles —co et —+o représentent les nombres infinis. 

Signalons que les extrémités de l'intervalle fermé [a, b] sont 
des nombres finis, alors que celles de l’intervalle ouvert Ja, b[ peuvent 
être aussi bien finies qu'infinies. De même l'extrémité a (resp. b) 
de l'intervalle {[a, b[ (resp. Ja, b]l) est toujours un nombre fini, tandis 
que l’extrémité b (resp. a) peut aussi bien être finie qu'infinie. 

Si a et b sont finis et a << b, alors le nombre b — a s'appelle 
longueur de l'intervalle fermé [a, b], ou ouvert la, bl, ou semi-ouvert 
à gauche Ja, b], ou semi-ouvert à droite [a, bl. 

On appellera voisinage d'un point c tout intervalle ouvert Ja, bl 
contenant le point c (a<<c<<b). En particulier, l'intervalle 
le — &, c + el (e >> 0) est dit e-voisinage du point c. 

Soit X = {x} un ensemble de nombres réels. On dit que l’ensem- 
ble X est majoré s’il existe un nombre M tel que pour tout zx € X 
l’on ait x < M; minoré s’il existe un nombre m tel que pour tout 
zEX l'on ait rx > m; borné s'il est à la fois majoré et minoré. 

De toute évidence, il revient au même de dire qu’un ensemble 
est borné si 3 M >0,VrzEeX:|z|< M, carl'inégalité |z | << M 
équivaut à la double inégalité —M < zx < M. 
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Si l’ensemble X n'est pas borné. on dit qu'il est non borné. On 
peut alors le définir comme suit: un ensemble X de nombres réels 
est non borné si VM>=>0,3z2 EX: |x, | => M. On aurait pu 
accéder à cet énoncé par négation de la formule logique. 


ExEMPLes. L'’intervalle {a, b] est un ensemble borné. L’intervalle 
Ja, bl est un ensemble borné si a et b sont finis et non borné si a — — 
ou b —= oc. 


$ 11. Ensemble dénombrable. 
Dénombrabilité de l’ensemble des rationnels. 
Non-dénombrabilité de l’ensemble des réels 


Nous avons défini plus haut la notion d'égalité d’ensembles. La 
notion d'équivalence est commode pour la caractérisation du degré 
de saturation des ensembles infinis. On dit qu'un ensemble X est 
infini si Vr EN, le nombre des éléments de X est supérieur à n. 
Deux ensembles À et B sont dits équivalents (A — B) si l’on peut 

mettre leurs éléments en correspondance biuni- 
voque (-—+),c’est-à-dire s’il existe une loi qui 
b à tout a € À associe un élément bE Bet un 
seul et inversement à tout b € B est associé 
° un élément a € À et un seul. 

Si par exemple À est l’ensemble des points 
d’un cercle de rayon r, B celui des points d’un 
cercle concentrique de rayon À >r. alors 
il est manifeste que À — B (fig. 6). 

Fig. 6 Il est évident que si À — B, alors 4 — LB. 

On dit qu’un ensemble est dénombrables'il 

est équivalent à l’ensemble des entiers naturels N. L'ensemble N 
est dénombrable (n + n). L'ensemble N, — {2r} des entiers naturels 
pairs est équivalent à l’ensemble Ntoutentier (n- 2n). Signalons 
que N,Æ N, N, © N. On voit donc qu'un ensemble est équivalent 
à l’une de ses parties. Cette propriété n’est caractéristique que des 
ensembles infinis (et peut être adoptée pour définition d'un en- 
semble infini). 

De la définition de la dénombrabilité d'un ensemble il résulte 
qu'on peut numéroter les éléments d'un ensemble dénombrable avec 
les entiers naturels, donc on représentera souvent un tel ensemble 
par la suite de ses éléments: 


A (ln Doi de Dee 


La somme dénombrable 


E= |] E*=E1+E£E1+... 


Remi 
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d'ensembles dénombrables E* est ur ensemble dénombrable. En effet, 
écrivons les éléments x? € E* (j = 1, 2, ...) sous forme de tableau: 


Ei={s, 2, ch...) 
E =, Tr, 2 :::) 
Er, 2, 2-5) 


Rangeons-les dans l’ordre suivant: 
1 2 2 3 1 
2 Li die der Li did ee 


Si des ensembles £* et E' présentent des éléments communs, on ne 
gardera qu’un seul d’entre eux. On obtient en définitive une suite 
infinie d'éléments qui épuise visiblement l’ensemble E. Ceci prouve 
que E est un ensemble dénombrable. 

On démontre de façon analogue qu'une somme finie E = 
= El +...+ EN d'ensembles finis et d'au moins un ensemble 
dénombrable est un ensemble dénombrable. 


TH£oReME 1. L'ensemblé Q des nombres rationnels est dénombrable. 


DÉMONSTRATION. Considérons d’abord l’ensemble Q} = {pig} des 
nombres rationnels strictement positifs. Appelons le nombre p + q 
hauteur du nombre rationnel p/q. Soit A, l’ensemble de tous les 
nombres rationnels de hauteur #7. Les ensembles À, sont composés 
d'un nombre fini d'éléments. Par exemple | 


A = ©; 4={T}, A={—+, +}, A={+, +, +}, 
fl est aisé de voir que @= U, Ane 


Renumérotons les nombres entre accolades à partir de la gauche 
en ne gardant que ceux qui apparaissent une seule fois. On obtient 
en définitive la suite 


ri = 1, = Ts == 2; = +) Ts = ds... 
Donc, l’ensemble Q; est dénombrable. Il est évident par ailleurs 
que Q_ —{—p/q} est dénombrable. Donc, l’ensemble des nombres 
rationnels Q = Q+U Q-UÙU {0} est aussi dénombrable. 


THÉOREME 2. L'ensemble R des nombres réels n'est pas dénombrable. 


DEMONSTRATION. Il suffit de prouver que l’ensemble des nombres réels de 
l'intervalle ] 0, 1 { est non dénombrable. Supposons par absurde que l'intervalle 
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]0,1[{ est un ensemble dénombrable, autrement dit qu'on peut numéroter 
tous ses points: 
z1 = 0, afbaft) ..., 


Zn = 0, affa) ..., 
Considérons le nombre réel z = 0, aas ..., où 0<a, <9 et a, # af). 


Il est clair que z € ] 0, 1 [{ et qu'il n’est confondu avec aucun z,. Donc aucune 
suite z1, <<, Zn, - - - n6 peut épuiser les nombres réels compris entre 0 et 1. 


CHAPITRE 2 


LIMITE D’UNE SUITE 


$ 1. Notion de limite d’une suite 


Supposons qu’une loi associe à tout entier naturel r = 1,2,3,... 
un nombre réel ou complexe z,. 

On vient ainsi de définir une suite de nombres x,, z:, zs, . . . ou 
tout simplement la suite 


{zh} = (21, La; L3, . .}. 
On dit encore que la variable x, parcourt les valeurs de la’suite 


Les nombres z, s'appellent éléments ou termes de la suite {z7,}. 
Si r = m, les éléments zx, et z, sont considérés comme distincts 
même s'ils sont égaux. 

Dans ce chapitre on examinera les suites de nombres réels sans 
le spécifier expressément. 

Voici quelques exemples de suites: 


ExEMPLE 3. {4, 2, +. a =, 


, —, +, =). 
EXEMPLE 5. {2,5, ee .} ={n +14}. 
ExEMPLE 6. {—1, Ne 4, ...} ={(—1)"n}. 


Dans l'exemple 2, ù vérinbler. z, prend la même valeur pour nr 
pair : 


EXEMPLE 4. {0 


= La = Li = Ts —=. CE 


On considère cependant que les éléments Ta Tir - + + SON différents. 
Si tous les termes d’une suite {x,} sont égaux à un même nombre 
a, on dit que cette suite est constante. 
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Il est immédiat de voir que les suites des exemples 1, 2 et 4 
sont bornées (voir $ 6, chap. 1). On dit encore que les variables par- 
courant ces suites sont bornées. Les suites des exemples 3, 5 et 6 
ne sont pas bornées. La suite de l'exemple 3 est minorée par 0, 
celle de l'exemple 5. par le nombre 2. La suite de l'exemple 6 n’est 
ni minorée ni majorée. 

Introduisons la notion de limite d'une suite. 

DEFINITION . On dit qu'un nombre a est la limite d’une suite {x,} 
si pour tout & >>0 il existe un nombre no = nr, (e) dépendant de & 
tel que 

[tn —al<e (1) 
pour tous les n > no. 

On écrit 

limzxz,=limrz,—=a ou z,—+a 

700 
et on dit que la variable x, ou la suite {x,} a le nombre a pour limite 
ou tend vers a ou encore converge vers a. 

Si z, = a, VnEN, il est évident que lim zx, = lim a = a. 

so 


REMARQUE {. Si lim x, = a, alors lim x,+, = a, et inversement. 
Ceci résulte du fait que si 


[tn —al<e, Vn>nro, 
alors 
lTnr1—al<e, Vn >no—i, 


et inversement. 
La variable de l’exemple 1 tend vers 0: 


lim +=0. (2) 


n—00 


En effet, considérons un nombre arbitraire e => 0 et résolvons l’iné- 
galité 


1 1 1 
——-0|=--<e ou —<n. 
Donc, pour tout  —>0 on a trouvé un nombre n, = n,(e) = 1/e 
tel que l'inégalité 
1 1 


soit réalisée pour tous les nr > #7, Ceci prouve (2). 


EXxEeMPLE 7. La suite de l'exemple 4 tend vers 1: 


lim 2 = 1. (3) 


n—+00 
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En effet, formons l'inégalité 


On a vu qu'elle était réalisée pour tout & >0 si n >n, = 1/6. 
Ceci prouve (3). 


ExEMPLE 8. Si | g | << 1, alors 


lim g*=0. (4) 
En effet, supposons que q Æ 0. L'inégalité 
Ig—-01=1g 1<e 


est vérifiée si 
n log |gl<loge, 
c'est-à-dire si 
log e 
logigl 


Nous avons prouvé (4) pour 0<< |[g|< 1. Si qg = 0, l'égalité (4) 
est triviale. Dans ce cas en effet, la variable q" est une constante 


nulle : 
{0, 0, 0, ...}. 
ExEemPLe 9, Représentons un nombre a >> 0 par sa forme décimale 
illimitée : : 
a = Ag, Alols 
Pour sa n-troncature 
a) = Gp, GA... En 


rn> = no (€). 


on a 
lim at) = a. (5) 


nn 00 


En effet 
[a— am |=0,0... Oanpiante + + L' 10, 


n fois 
Si l’on se donne e& => 0, on peut toujours exhiber un n, tel que 
10% Le, Vr>n 
(voir exemple précédent dans lequel il faut poser g = 10-!). Donc 
[a— am |<e, Vr>n, 
ce qui prouve (5). 

REMARQUE 2. Les troncatures al (n = 1, 2, ...) sont des 
nombres rationnels. De (5) il s'ensuit que tout nombre réel est la 
limite d'une suite de nombres rationnels. 

Donc. tout nombre irrationnel peut être approché par un nombre 
rationnel avec n'importe quelle précision. 

3—0622 
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Cette propriété nous fait dire de l’ensemble Q des nombres ration- 
nels qu'il est partout dense dans l’ensemble R des réels. 
L’inégalité 
[In —al<E 
est équivalente aux deux inégalités 


—E<LTIn—A<LE OÙ a—ELr, La+ke. 


Elle exprime encore le fait que le point x, appartient à l’e-voisinage 
du point a: 
Zn Ela —e, a +el (cf. $ 10, chap. 1). 
On peut encore définir la limite d’une suite de la manière sui- 
vante: on dit qu'un nombre a est la limite d’une variable x, si pour 


00 ——0—— > RER USERS. CN | 7: SRE 
C a d X a b x 
Fig. 7 Fig. 8 


tout £ >> 0 on peut exhiber un nombre n, tel que tous les points zx, 
d'indice r —>n, soient contenus dans un e-voisinage du point a: 


In Ela—e, a+el (nr >n). 


Il est évident que, quel que soit le voisinage Je, di du point a, il 
existe un € >> 0 tel que l’intervalle Ja — &, a + el soit contenu dans 
lc, df. c'est-à-dire que Ja — &. a + el & Je, dl (fig. 7). 

Donc. le fait que zx, — a s'exprime encore ainsi: tous les points 
Zn à partir d'un certain indice z sont contenus dans un voisinage 
lc, di donné à l’avance du point a, c’est-à-dire qu’il existe un nombre 
ro tel que x, E lc, dl (7 >n.). S'agissant des points zx, d'indice 
n < ño, ils peuvent appärtenir ou non à Je, dl. Donc, les points z, 
non contenus dans lc. di sont en nombre fini. 

Par ailleurs, si l’on sait qu’en dehors de Je, di il n'existe qu’un 
nombre fini de points Zn, Tne: + : :; Tn,, AlOTS en posant 


k = max{n,, n:, ...,n,} 


on peut dire que les points x, d'indice r > À appartiennent à l’in- 
tervalle Je, di. Donc, on peut formuler la notion de limite de la 
manière suivante : on dit qu'une variable x, tend vers a si l’ensemble 
des points x, situés en dehors de tout voisinage de a est fini ou vide. 


ExEMPLE 10. La suite 
{(— 139) =, —1, 1, —1, ...} (6) 


ne tend vers aucune limite. 
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Supposons que cette suite tend vers a. Considérons le voisinage 
suivant : 


1 À 
| a— , a++| . 
Il est de longueur 2/3. Il est évident que ce voisinage ne peut contenir 
a la fois le point 4 et le point —1. car la distance de ces points est 
supérieure à 2/3 (2 >> 2/3). Supposons pour fixer les idées que le 
point 4 n "appartient pas au voisinage considéré. Or, x, = 1 pour 
n = 14, 3, 5, ..., c'est-à-dire qu'un nombre infini d'éléments de 
cette suite sont extérieurs au voisinage considéré. 
Donc, le point a ne peut être limite de la suite et, comme il est 
arbitraire, la suite (6) n’a pas de limite. 


TH£OREME 1. Si une variable x, admet une limite, celle-ci est unique. 


D£EMONSTRATION. Supposons par absurde que x, admet deux limites 
distinctes a et b. Considérons deux intervalles disjoints Jc, di et 
le, f[ contenant respectivement les points a et b (fig. 8). Comme 
z, —+ a, l'intervalle Jc, dl contient tous les éléments x, à l'exception 
d'un nombre fini d’entre eux, donc l'intervalle Je. f{ ne peut pas 
contenir une infinité d'éléments Zn, et d ne peut être limite de Zn. 
Cette contradiction prouve le théorème. 


THÉEORSME 2. Toute suite convergente est bornée. 


DEMONSTRATION. Soit lim x, = a. Prenons e& = 1 et choisissons 
un entier naturel n, = nr, (4) tel que 
1>I[zm —-al (n >); 
alors 1 >1z, |— |a let l’on a 
1+lal>lzm | 
pour tous les rn > n,. Soit 
M=maxf +lal, [ml lt... |zn |}. 


Il est évident que 
M >|zl, VrenN. 


Ce que nous voulions. 


REMARQUE 3. Le fait qu'une suite est bornée est une condition 
nécessaire mais non suffisante de convergence ainsi qu'il ressort de 
l'exemple 10. 


TH£ÉOREME 3. Si une variable x, admet une limite a non nulle, alors 
on peut exhiber un n, tel que 


[zx | > la |/2 pour nr >n. 


Bien plus, pour n ns: zn > al2 sia >0,et x, <a/2sia < 0. 
Donc, x, est du signe de a à partir d’un certain indice. 


39° 
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D£ÉMONSTRATION. Supposons que x, —+ a. Pour e = |a|/2 il existe 
un indice », tel que 


jal/25>la—-mi>zlal—-inl pour nr =>ñNo; 
+ I _ lal 
d'où |[z,| > |al|— — » Ce qui prouve la première pro- 


position du théorème. D’ a part, l'inégalité | a |[/2 > |a— 7x, | 
est équivalente aux inégalités suivantes: 


_ < En <a+til (n>n,). 


a — 


Si a>x>0, 


2>g=a- Lt n>n), 


si a<<O0, 


TIn La ee =a—5=Tr (R > no), 


ce qui prouve la deuxième proposition du théorème. 


TH£OREME 4. Six, + a, y, —+ b et x, < y, pour tous les n = 
= 1,2,...,alorsa< à. 


DEMONSTRATION. Supposons que b<a. Prenons 0 << e < 
<< (a — b)/2 et choisissons des nombres W, et NV, tels que 


a—e<zn (n>XN;), y <b+e (n > N)), 


ce qui est possible puisque x, —+ a et y, —+ b. 

Si nr = max{W,, N,}, il est alors évident que y, << b + e < 
<a—Ee<z, (n > 7m), ce qui est absurde puisque par hypothèse 
Zn LYn pour tous les 7. 


CoRoOLLAIRE. Si les termes d’une suite convergente {x, } appartien- 
nent à [a, b,] il en est de même de la limite de cette suite. 


DEMONSTRATION. En effet, e <Z tn L b. Si limz, = c, alors le 
théorème 4 nous dit que a< c .< b, c.q.f.d. 


REMARQUE 4. S'agissant de l'intervalle Ja, b[, on peut seulement 
affirmer que si zn € Ja, bl, alors limz, —c€ a, b 

Donc, à la limite les inégalités se conservent ou se transforment 
: égalités. Par exemple, x, = 1/(n + 1) € ]0, 1f, mais c—0E€ 
€ [O, 11. 


TæsortME 5. Si des variables x, et y, convergent vers un même 
nombre a et si x, < Zn L Yn (nN = 1, 2, . ..), alors il en est de même 
de la variable z,. 
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DEMONSTRATION. En se donnant e >> 0 on peut exhiber des nombres 
N,et N, tels que 
a—e<ïn RD>N:), y<a+te n >N,), 
d'où pour nr >n, — max{N,, N,} 
Q—ELIn Ln LYn LATE 


et 
[Zn — 4 | << € (nr > Ro); 
c.q.f.d. 
THsOREME 6. Si x, + a, alors |x, | | a |. 
La démonstration résulte de l’inégalité ||rz, | — [all < 


< |2n — 0 |. 


$ 2. Opérations arithmétiques sur 
les suites convergentes 


Soient {x,} et {y.} des suites. On appelle somme, différence, 
produit et quotient des suites {r,} et {y,} respectivement les suites 
{tn + Yn}, {Zn — Yn}, {ZnUn}s {Zn/Yh}. Dans le cas du quotient on 
admet que y, = 0 pour tous les n = 1,2,... 

Si x, = c pour n —1,2,..., on écrit {c + ya}, {cyn}, {c/yn}) 
au lieu de {zh + Yn}, {TnUn}: {Tn/Yn}- 

On a les relations suivantes 


lim (zx, + Yn) = lim x, + lim y,, (1) 
lim (x,y,) = lim z,-lim y,, (2) 

- n limzn . :- 
lim = Re = si lim y, #0. (3) 


Ces expressions traduisent le fait que si les suites {x,} et {y,} 
admettent des limites finies, il en est de même de leur somme, de leur 
différence, de leur produit et de leur quotient (avec la réserve indiquée) 
et l'on a les relations (1) à (3). 


DEMONSTRATION. Supposons que x, + a et y, —> b. Considérons 
e > 0 et choisissons r, tel que 


|z —al<e/2, [y —b|<e/2 (n >n)). 
Alors 


[En + Un)—(GHb) IS Izn—-al+Iyn—-bl<S+s=s (m>n), 


ce qui prouve ({). 
Pour démontrer (2) on remarquera que 


| Znÿn — D | = | Znÿn — ayh + ay — ab | KL | zaya — ay | + 
+ laya — ab|= [y llr —al+lallya —bl. (4) 
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Comme y, admet une limite, le théorème 2 du paragraphe précédent 
affirme l'existence d'un nombre strictement positif M tel que 


lYn | < M (r — 1,2, ...), (0) 
lal< M. (6) 

Choisissons un nombre n, tel que L 
Itn—0ol<eys In—-bl << M>n). (7) 


Alors de (4) à (7) il s'ensuit que 


M M 
| Znÿn — b | << +57 —e (2> no). 


Ceci prouve (2). 
Supposons maintenant que x, — a, y, —> b et que de plus b Æ 0. 
On a alors 


en Znb— Yna|_I(7n—a)b+(b—yn)al 
Un b | Ynb ou [ynllôl hs 
| Zn —4 | |b—ynllal 
Sal + Jumliol -  @) 
Le théorème 3 du paragraphe précédent nous dit que 
Iml1>1b1/2 (nm >N;) (9) 


pour V, assez grand. Donnons-nous e& => 0 et choisissons W, et N; 
tels que 


[tn —al<elbl/4 (Rr > AN), (10) 
[a ||yn —b|<eb/4 (n >N;). (11) 
En posant r, = max{W,, N,, N,} on aura en vertu de (8) à (11) 


-lbl 2 
<= + =e (n> no), 


Zn a 
Un b 


ce qui prouve (3). | | 

Signalons que les limites des premiers membres de (1), (2) et (3) 
peuvent exister sans que pour autant existent séparément les limites 
de x, et de y,. Par exemple, x, — (—1)" et y, = (—1)"* n’admet- 
tent pas de limite. alors que lim (x, + y,) = 0, lim xz;:y, = —1. 

Les théorèmes des limites d’une somme, d’une différence, d’un 
produit et d’un quotient nous permettent d'apprendre si la limite 
d’une suite existe et de la calculer si cette suite est le résultat d’un 
nombre fini d'opérations arithmétiques sur d’autres suites dont on 
connaît les limites. 

Cependant de nombreux cas échappent aux applications des 
théorèmes indiqués et seule l'intuition nous guide au résultat es- 
compte. 
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ExEMPLE. Soit 2, = 1+g+...+g", |g|<1. 
Montrer que 


On a 


Comme lim g**? = 0 pour | g | << 1, les formules (1) et (2) nous 
donnent 


lim x, = lim  — Lim gt = 0 


n—00 ñn—00 1—9 1— 9 n—00 — 9 1— 9 1— 9° 


Dans la suite par 


1+g+...+g +... = À g 


n=0 


n 
on comprendra lim > g*. Donc 


n—0o k=0 
s 1 
> g"= lim = T7 ([gI << 1). 

n=0 Fo 


$ 3. Infiniment petit et infiniment grand 


On appelle infiniment petit une variable «, dont la limite est 
Zéro. 

Donc, une variable «, est un infiniment petit si pour tout > 0 
il existe un n, tel que | &, | << e pour n > nr. 

Il est aisé de voir que pour qu'une variable x, admette une limite a 
il est nécessaire et suffisant que x, = a + «,, où «, est un infiniment 
petit. 

On dit qu'une variable B, est un infiniment grand si pour tout 
M >>0 on peut exhiber un n, tel que | B, | > M pour n >n,. On 
note 

lim By, = oo ou ff} —> co (1) 

et on dit que B, tend vers l'infini. 

Si un infiniment grand f, ne prend à partir d’un indice nr, que 
des valeurs positives ou des valeurs négatives, alors on écrit 


lim f, = +o ou ff, —+ +oo, (2) 
lim f, = —oo ou ff, —— —0co. (3) 


Donc, de (2) de même que de (3) résulte (1). L'exemple de la 
variable {(—1)" 7} montre qu'on peut avoir (1) mais ni (2) ni (3). 
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Signalons les propriétés évidentes suivantes: 

1. Si une variable x, est bornée et y, un infiniment grand, alors 
Tnlÿn —+ 0. 

2. Si la valeur absolue de x, est minorée par un nombre strictement 
positif et y, est un infiniment petit non nul, alors x,/y, — co. 

Prouvons la deuxième propriété seulement. Par hypothèse, il 
existe un nombre a =>0 tel que | x, | = a (nr = 1, 2,...), et pour 
tout > 0 un nombre n, tel que 


lYn ILE (R>rno). (à) 
Alors 
us > _ = (n> no). 


Donnons-nous un nombre arbitraire M >> 0 et choisissons e tel que 
M = a/e,et n, (2), tel que l’on ait (4). Alors | x,/y, | > M (nr >no), 
c.q.f.d. 

Des deux propriétés ci-dessus on déduit les corollaires suivants: 


lim ——=0, Jlim—=o (cÆ0). 
Un 2 n Un 0 Un 


Signalons qu’une suite {x,} non bornée ne tend pas forcément 
vers l'infini. Citons à titre d'exemple la suite 


gne-0}= {4,2, +, 4, ...) 


qui n’est pas bornée et ne tend pas vers l'infini, car elle contient 
des termes aussi petits que l’on veut, affectés d'indices (impairs) 
aussi grands que l’on veut. 


REMARQUE. De toutes les constantes, seul zéro est un infiniment 
petit. Si l’on sait qu'une quantité est constante et que sa valeur 
absolue est inférieure à tout nombre £ => 0,. alors elle est nulle. 


TH£oREME. Le produit d'un infiniment petit par une quantité 
bornée est un infiniment petit, autrement dit si lim x, = 0et|y | < 
<M,VRnEN, alors lim z,y, = (0. 


En effet, donnons-nous € >> 0 et choisissons nr, tel que 
|tznl<e/M, Vnr>rn. 
Alors 
lZnÿn—01= 1211 ISM=e Vr>no, 
c.q.f.d. 
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$ 4. Formes indéterminées 


1. Supposons que lim x, = lim y, = 0 (y, # 0). 
Considérons la suite {x,/y,}. On ne peut rien dire à priori sur la 
limite d’une telle suite, ainsi que le montrent les exemples suivants: 


Si Tn=—» Yn=—, Alors ——=n—+>+00 pour ñ—+ 0; 
n n Un 

A Tn=7) Yn — + » AIOTS de n — pour 7—00, 
a 1 Zn 

Si Th ——, Yn=— , alors ———= a —+ «a pour n—+ œw; 
n n Yn 

e —— n | e 

Sl Th =, Yn= +) alors = (— 1)" et cette suite 

n 


n’a pas de limite. 


Donc, pour calculer la limite de {x,/y,} la seule connaissance 
du fait que x, — 0 et y, — 0 ne suffit pas. Il faut encore être fixé 
sur le caractère de variation de x, et de y,. On aura besoin de procédés 
spéciaux pour trouver cette limite dans chaque cas concret. 

On dit que l'expression z,/y, pour x, — 0 et y, — 0 est une 
forme indéterminée de type (5) 

2. Si zh — © et y, —> ©, l'expression zx,/y, donne lieu à une 


indétermination de la forme (=): 

3. Si x, —— 0 et y, —+ ©, l'expression zx,y, donne lieu à une 
indétermination de la forme (0-c). 

4. Si zx, — oo et y, —> —, l'expression x, + y, donne lieu 
à une indétermination de la forme (o — oo). 

Lever l’indétermination c’est trouver la limite (si elle existe) 
de l’expression considérée, ce qui n’est pas toujours facile. 


ExEMPLE 1. Si 


Zn = Am +... + an + &, 
Yn = bin +... +bin+bs (am Æ0, bi Æ 0), 


le quotient x,/y, donne lieu à une indétermination de la forme (2) 


pour rz —> co. Levons cette indétermination. 
a) Si = m, une division du numérateur et du dénominateur par 


n" nous donne 
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On voit maintenant que lim (x;/y,) — am/bm, C'est-à-dire est 


nn — 00 
égale au quotient des coefficients supérieurs de x, et de y. 
b) On démontre de façon analogue que lim (x,/y,) = pour 


no 


m >l, et lim (x,/y,) = 0 pour m< l. 


Exempze 2. Si x, = Wn +1, y, = Wn, le calcul de la limite 
de l'expression zx, — y, pour nr —+ oc nous place dans le cas d’une 
indétermination de la forme (oo — oo). 

Levons cette indétermination: 


a Vo Va Varie Vos. 
Tn—Yn=Vnr+1—Vn sys Wr+i+Vr) 


1 
= VrtitV nr 
Maintenant lim(Vn+1—Vnr)=0. 


no 


$ 5. Suites monotones 


D£riNiTIoN . On dit qu'une suite {r,} est croissante (resp. décrois- 
sante) si pour tout nn ENona 


In LTn+1 (TESP. En > Tn+#1). 


Si Zn 'Tn+1 (TESP. In >> Tn+1). On dit que la suite {z,} est 
strictement croissante (resp. strictement décroissante). Les suites crois- 
santes, décroissantes (resp. strictement croissantes, strictement dé- 
croissantes) sont dites monotones (resp. strictement monotones). 

Il est immédiat de voir que la suite croissante x, << <...< 


== 
L TIn LEnt+1 LS... et la suite décroissante H>Z>L2...2> 
> In > Tn+1 > - - . Sont respectivement minorée et majorée. 
EXEMPLE 4. 


1) £{1. 1, 1/2, 1/2, ... 1/n, 1/n, . . .} est une suite décroissante. 

2) {n“*} est une suite strictement croissante. 

On démontre plus bas un théorème important qui dit que toute 
suite monotone minorée ou majorée est convergente. Au $ 7, chap. 1, 
ce théorème figurait comme une propriété fondamentale (la pro- 
priété V) de l’ensemble R des réels. 


THÉOREME . Si une suite de nombres réels 
Aj, dos Ass - - (1) 


est croissante (resp. décroissante) et majorée (resp. minorée) par un 
nombre \[ (resp. m), alors cette suite converge vers un nombre a infé- 
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rieur à M (resp. supérieur à m):: 
lim a, =a<M (2) 
n—00 


(resp. lima, —a>m). 
n — 00 


DEMOoXSTRATION. Supposons que la suite (4) est croissante et que 
a >>0, donc que tous les a, > 0 (n = 1,2,...). Représentons cha- 
que terme de la suite par une forme décimale illimitée 


An = nor Eniün20ns + - + (n — 1, 2, ...). (3) 
La suite {a,} étant majorée par M est croissante, le lemme 2 du $ 6, 


chap. 1, nous dit que les formes décimales (3) se stabilisent à une 
forme correspondant à un nombre a < M: 


An LE = Vos ViŸe - - + 
donc a est la limite de a, : 
lim a, — 4. 


n—-00 
En effet, pour tout e il existe un entier naturel m tel que 10" << 
<< €. Comme a, se stabilise à a, on a 


An —= Yor V1Ve - - + VYmün,m+10n,m+2 - - - - 
pour tous les nr > ñn9, où 7, est assez grand. Mais alors 


Ja—a,|—a—a,<0, 0...0Y,n41Ym+2 : - : SAOT Le, 
sm 


m fois 
c'est-à-dire que a, —> a pour 7 —> co. 


Si a, < 0, on lui ajoute un nombre c tel que a, + ec > 0 et on pose b, = 
= an +c(n=1,2,...). : 

La suite {b,} est croissante, majorée par le nombre M + c et tous ses 
termes sont strictement positifs. Donc. d'après le théorème que nous venons 
de prouver l’existence de lim b, = b < M + c entraine celle de lim a, — 

ñn— 00 no 
— lim (b, —c)=b—c< M, ce qui prouve le théorème pour toute suite 

n— 00 
croissante. : } 

Si maintenant la suite {a,} est décroissante et minorée par un nombre m, 
la suite de nombres {—a, } est croissante et majorée par le nombre —m, et le 


théorème affirme l'existence de lim (—a,) = —a< —m. Donc, il existe 
n—-00 
également Jim a, = —lim (—a,) = — (—a) = a > m. Ceci prouve le 
 _ n—+00 n—00 
théorème. 


REMARQUE. Si une suite de nombres réels {a, } converge, les formes décima- 
les de sex termes ne se stabilisent pas nécessairement. Si par exemple 
an=1,0 011... (At; 2; x), 
k fois 
ashi:=09 011: (k=1,2;:.:0), 
h fois 


44 LIMITE D'UNE SUITE (CH. 2 


la suite {a, } converge vers 1 (a, —+ 1), mais il est aisé de voir que cette suite 
ne se stabilise pas. 


EXEMPLE 2. Voici une autre démonstration de l'égalité (cf. 


exemple 8, $ 1) 
lim g =0, |g|l<1. (4) 
ni + 00 
Supposons d’abord que g > > 0. La variable g" (n — 1. 2. ) 
est décroissante et minorée par 0. Le théorème affirme l'existence 
d'un nombre À >> 0 qui est la limite de g”: 


lim g* = À. 
n—+00 


On a par ailleurs 
A= lim g"+#=— qlim 9" —gqAÀ, 


n—00 ñn — 00 


d’où À (4 — q) = 0, et À = 0. car g < 1. 

Si maintenant q << 0, alors d’après ce qui vient d’être démontré 
|gI= lg" —+0, nr —+ oo. 

Ceci achève la démonstration de (4). 

Cette démonstration est plus élégante que celle donnée au $ 1, 
exemple 8, mais elle ne permet pas de juger de la vitesse de con- 
vergence de g" vers 0, c’est-à-dire qu'elle n'indique pas le nombre 
Ro = Ro (€) à partir duquel |g" | << E€. 


Exempre 3. On a l'égalité 
: an 
Lo hs ” 
où a est un nombre quelconque. 

Pour |a|<1, cette relation est évidente. Supposons que 
a >1. Posons 


Un TT: 


Alors 


Un+: 


+ 
Un n +1 


D'où il suit que un41 Un, Vn >> no, OÙ nr, est assez grand. 
Donc, la variable u, décroît pour z > n,. De plus, elle est minorée 
par 0. Donc, il existe 


(nr —+ oo). 


limu, =A>0. 


n—-œ 


On a aussi 


A=limu#=lim (u n —+)= = Alim 5 =4- -0=0, 
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ce qui prouve (5) pour tout a > 0. Or, elle est valable pour tout 
a << 0, car 
an 


n 
= — 0 pour nr —+ 00. 


$ 6. Le nombre e 
Considérons la suite 
e={(i+4). 


Montrons que cette suite est strictement croissante et majorée. En 
vertu de la formule du binôme de Newton 


ñn 
> —1)...(n—k+1) 
(a + b) = 52e ) = Ce + le kpk 
k=0 
On à 


= (1 + LE = t4ni+…. 


n(n—1)... (a k+1) 1 


—1 —n+1) Ÿ 
. + Da je ER PSS ne 


nÀ nn 


=2+(1—1)+.. + (12) (1) +. 


++ (1-2) …{{—-—). (4 


On constate que x, > 2 pour tout nr. Montrons que la suite {x,} 
est majorée. De (1) il vient 


1 1 1 1 
In S2+5pt.. +++ +++ 


Si+ (14e +. + +. )}=1+- -=3. 


9 


Montrons que la suite {x, } est strictement croissante. Par analo- 
gie avec (1) on a 


san 2+er (1) +. 
tp). (5 )+. 
Dore 


tarifs © 
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En comparant (1) et (2) on voit que zx,  z,+1, Vn EN (chaque 
terme de (2) est strictement supérieur au terme respectif de (1) 
et en outre (2) contient un terme positif de plus que ({)). Le théorème 
du $ 5 nous dit que la suite {xr,} converge. Désignons cette limite 
par e comme l’a proposé Euler: 


lim (1 +)" =e. 


De ce qui précède il est clair que 2 <e< 3. Le nombre e est 
un nombre transcendant dont les premières décimales sont 


2,718 281 828 459 . .. 


Au $ 16, chap. 4, on prouvera une formule d’où il résulte que 


1 0 
e= > ET rar (n > 2), (3) 
R=0 
où Ô est un nombre dépendant de n, tel que 0 << 6 < 1. On démontre facilement 
à l’aide de cette formule que e est un nombre irrationnel. Supposons que e — p/q, 
où p et q sont des entiers naturels. En posant nr = q dans (3), on obtient 


+ À arret. 


En multipliant par g! on trouve 
pig—1)'—i=0, (à) 


où l = q! D est un entier naturel. Lo premier membre de (4) est un entier, 


Rk=0 
tandis que le second, 6, est une fraction propre. 


$ 7. Principe des segments emboîtés 


THÉORÈME DES SEGMENTS EMBOITÉS Soit donnée une suite d'inter- 
valles fermés 
On = (an, bn] (nr = 1, 2, ...) 


emboîtés, c'est-à-dire tels que 6h41 0x (n = 1, 2, ...), dont les 
longueurs tendent vers 0: 


dn = Ph —a4n—>0 (n—+ ©). 
Îl existe alors un point unique c intérieur à tous ces intervalles 
(CE On, n =1,2,...). 
DeMoNSTRATION. Il est évident que 
A Lt Las Leo. dm 


pour tout m. La suite de nombres a, est croissante et majorée par b, 
pour tout m. donc en vertu du théorème du $ 5 il existe un nombre c 
vers lequel elle converge (iim a, = c). De plus a, << c < b,. Comme 
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les nombres r et m sont arbitraires dans ces inégalités. on a en 
particulier a, << cb, (n = 1. 2. ...). Donc, c € o, pour tout 
n EN. 

Le point c est unique. Supposons qu'il existe un autre point 
C1 € 6, pour tout nr. On a alors a, < c. c, < bh, d'où 


bb —aa>lc—cl>0 pour tout n, 


ce qui contredit le fait que b, — a, — 0. 
Signalons que lim b, — lim {(b, — a,) + a,] = c. 


REMARQUE. Dans le théorème ci-dessus, il est essentiel que les 
intervalles [a,, b,] soient fermés. comme le montre l'exemple suivant. 


Les intervalles JO, 1/n{ (7 — 1.2... .) sont emboîtés et leur longueur 
Î 1 LL: ; : 

dn —= — 0 = = 0, mais ils ne contiennent aucun point com- 

mun. | 


En effet, aucun de ces intervalles ne contient de points c < 0. 


Si c > 0, il existe un n tel que<cetcé Jo. L. 


n 


$ 8. Bornes supérieure et inférieure d’un ensemble 


Considérons un ensemble Æ de nombres réels x. Désignons par W 
le plus grand élément (s’il existe) de E: 


M = max E = max x. 
xCE 


Désignons par m le plus petit élément (s’il existe) de E: 


m = min E = min x. 
x€E 
Si l’ensemble E est fini, c'est-à-dire est composé d’un nombre 
fini d'éléments 
Lio Lo: CRE | Th 


il contient toujours un plus petit et un plus grand. 
Cependant ce n’est pas toujours le cas si E est un ensemble infini. 
Exemples : 
1) Z = 0; 2, 1; 0,41,:2, 9, ::4} 


2) N—11,2.3,...} 

3) N_ —={..., —2, —1}, 
&) (a, b], 

5) [a, bl, 

6) Ja, bl 


L'ensemble Z ne possède ni d’élément maximum ni d’élément 
minimum. Il en est de même de l'intervalle Ja, b[, que les nombres 
a et b soient finis ou non. Pour tout nombre c € Ja, bl, c'est-à-dire 
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tel que a << c << b, on peut toujours trouver des nombres c; et ce 
tels que ac, Lc<c:< b. 

L'ensemble N ne possède pas d’élément maximum, par contre 
son élément minimum est 1. L'ensemble N- possède un élément 
maximum z — —/1 mais pas d'élément minimum. 

Il est de même évident que min [a, b] = a, max [a, b] = b, 
min [a, bl = a et max [a, bl n'existe pas. 

Nous allons introduire pour l’ensemble E des nombres susceptibles 
de remplacer éventuellement max ÆE et min ÆE. Ces nombres (finis 
ou infinis) sont la borne supérieure ou suprémum 


sup £ = sup zx = M 
xCE 


et la borne inférieure ou infimum 
inf E£ = inf zx = m. 
x€£E 

Supposons que l’ensemble Æ£ est majoré. 

On dit qu’un nombre M (fini) est la borne supérieure de E si 

1)z<M,NVzxEE, 

2) pour tout & > 0 il existe un nombre zx, € E tel que 

Supposons maintenant que l’ensemble E est minoré. 

On dit qu’un nombre m (fini) est la borne inférieure de E si 

1)m<z, VrCE, 

2) pour tout € > 0 il existe un nombre x, € E tel que 

nLT<LmMm+e. 

Il est évident que si un ensemble Æ£ de nombres réels possède un 
élément maximum (resp. minimum), c'est-à-dire si existe max E 
(resp. min Æ), alors 

sup £ = max E£ (resp. inf E = min E). 


ExEmPLE {. L'ensemble 
1 2 8 n 
E={r 3 gr-)={rir) 
possède un élément minimum (min Æ = 1/2) mais pas d’élément 
9 
maximum car 5 < 3 < ‘ <<... Cet ensemble est majoré 


par le nombre 1 ou par tout nombre supérieur à 1. 
En effet : 


1) A + VnEN, 


ni 


2) Ve > 0, In, CN: 1— ge < n +1 


Nous avons défini la borne supérieure (resp. inférieure) d’un 
ensemble majoré (resp. minoré). 
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Si l’ensemble E n’est pas majoré (resp. minoré), alors sup Æ = 
(resp. inf £ — —oo). | 


ExEMPLE 2. Pour les ensembles 1) à 6) examinés plus haut, on a 


sup Z = +0», inf Z = —o, 
sup N = co, infN =minN =, 
sup N__— max N__— —1, inf N__ — —oco, 
sup Ja. bl = b, inf Ja, b = a, 


où a et b peuvent être finis ou infinis. 
On peut donner une définition générale de la borrie supérieure 
(resp. inférieure) qui convient pour tout ensemble (borné ou non). 


M, x, M 
X E 
E 
m X, M, X 
Fig. 9 Fig. 10 


On dit qu’un nombre M (resp. m) fini ou infini est la borne supé- 
rieure (resp. inférieure) d'un ensemble E (fig. 9 et 10) si 

1) zx M (resp. m<z),VrEE; 

2) pour tout nombre (fini l) M, << M (resp. m, > m) il existe 
un CE tel que M, <zr, << M (resp. m< z1 << Mi). 

Dans cette formulation on ne se sert pas de la différence M — & 
(resp. la somme m + e) qui n’a pas de sens pour M = (resp. 
m = —o). 

Le théorème suivant est fondamental. 


THÉOREME . Si un ensemble non vide E de nombres réels admet un 
majorant fini K (resp. un minorant fini k), il existe alors un nombre 
M< K (resp. m> k) qui est la borne supérieure (resp. inférieure) 
de E. 


DEMONSTRATION. L'ensemble E n'étant pas vide, il contient au moins un 
point ro. Considérons l'intervalle fermé o, = {a, b], où a x, b = K. 

Par hypothèse, il n'existe aucun point de Æ à droite de ©,. Partageons o, 
en deux parties égales (deux intervalles fermés) et désignons par 0, la partie 
droite qui contient au moins un point de £. Si la partie de droite ne contient 
aucun point, on désignera celle de gauche par 01. 

Soit maintenant z, un point de £ appartenant à 01. A droite de 6, il n'exis- 
te donc aucun point de E. Partageons ©, en deux intervalles fermés égaux et 
désignons par 03 l'intervalle le plus à droite contenant au moins un point de £. 

En poursuivant ce processus on obtient une suite d’intervalles fermés em- 
boîtés o, = [a;, bal (0, = 6h41) dont les longueurs 


bn—an = F- —+ 0 pour n —+ co, 


Ceci étant, il n'existe aucun point de £ à droite de 5, quel que sit n EN, 
mais 6, Contient au moins un point z,€ £ 


4—0622 
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D'après le théorème des segments emboîtés, il existe un point unique, que 
nous désignerons par W, qui appartient à tous les intervalles o,. 

Montrons que 

M = sup E. (1) 

En effet, . 

1)z<M,VzEE, car x < b,, Vn,et, en passant à la limite pour n —+ oc, 
on obtient 

z< lim b, = M; 
n—-00 

2) Ve > 0, 37 EE: 

En effet, les points z,, définis plus haut appartiennent à o, et à Æ, c'est-à- 
dire que a, < x, < M, et comme a, + M pour nr — , alors 

Ve > 0, no: M — e < an, < Zn, < M, 
et l'on obtient (2) si l'on pose z° = x, . 

Le théorème se démontre de façon analogue pour la borne inférieure. On 
considère un intervalle ©, = [a, b] contenant un point x, € Æ, tel qu a=#k 
et ro << b, et on le partage en deux parties égales. On désigne par 0, la partie 
la plus à gauche contenant un point z, € Æ et on poursuit ce processus. 


Ce qui précède nous conduit à la proposition suivante: fout en- 
semble E admet une borne supérieure et une borne inférieure. Si E est 
majoré, alors sup E << ©, sinon sup E — . De façon analogue. 
si E est minoré, alors inf E © —c, sinon inf £ — —c. 


EXERCICES. {. Soient donnés deux ensembles de nombres réels X = {x}, 
Y = {y}. Par ensemble {x + y} on entendra l’ensemble de toutes les sommes 
des nombres x € X et yE Y. Montrer que 
sup {x + y} = sup {x} + sup {y}, 
inf {c + y} = inf {fr} + inf {y}. 
2. {ry} étant l’ensemble de tous les produits des nombres positifs x € X 
et yE Y, montrer que 
sup {zy} = sup {x} sup {y}, 
inf {ry} = inf {r}inf {y} (2>0, uv > 0). 
3. Montrer que 
sup (—z)——infz, inf (—r)= —sup x. 
xE A xCA xC A xE A 


%” 


S 9. Théorème de Bolzano-Weierstrass {) 


Soit donnée une suite de nombres réels {r,}. Choisissons parmi 
cette suite une infinité d'éléments d'indices nr, << no <<... La 
suite {x} obtenue s'appelle sous-suite ou suite extraite de la suite 
{zh}. Toute suite contient une infinité de suites extraites. 

Si une suite {r,} converge (vers un nombre fini ou infini). il 
est évident que chacune de ses suites extraites converge, et de plus 
vers le même nombre. 


1) Bolzano Bernhard, mathématicien tchèque (1781-1848), Weierstrass 
Karl, mathématicien allemand (1815-1897). 
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La suite 
{1, —1, 1, 1, ::} (1) 


peut servir d'exemple de suite divergente. On remarque toutefois 
qu'elle contient une suite extraite 


41:45 9 


qui converge vers 1. Il se pose la question de savoir si toute suite 
de nombres réels contient une suite extraite convergeant vers un 
nombre fini ou infini. Le théorème suivant répond à cette question. 


TH£ORÊME 1. De toute suite de nombres réels {x,} on peut extraire 
une suite {x,,} convergeant vers un nombre fini ou infini. 


Si la suite {x,} n’est pas majorée (resp. minorée), elle contient 
visiblement une suite extraiie convergeant vers co (resp. —o), 
ce qui prouve le théorème. Si la suite est bornée, le théorème 1 se 
ramène au suivant. 


TuasorsME 2 (Bozzaxo-WEIERSTRASS). De toute suite bornée {x, } 
on peut extraire une suite convergente {x }- 


D£EMONSTRATION . La suite {x,} étant bornée, tous ses points 
appartiennent à un intervalle fermé [a, b] que nous désignons par 
Co. Partageons 6, en deux intervalles fermés égaux et désignons 
par ©, l'intervalle le plus à droite qui contfent une infinité d'élé- 
ments x,. Soit x,, un de ces éléments. À droite de 6, on ne peut 
avoir éventuellement qu’un nombre fini de points r,. Partageons 
l'intervalle ©, en deux intervalles fermés égaux et désignons par 
0, l'intervalle le plus à droite contenant une infinité d'éléments z,. 
Soit Tue. No >> 1, un de ces éléments. S'il existe des points x, à droite 
de 6. ils ne peuvent être qu’en nombre fini. 

En poursuivant ce processus on obtient une suite d'intervalles 
emboîtés ox — [a,, b;], dont les longueurs b, — a; +0 pour 
k —+ oo, et une suite extraite de points tels que zx € 0x (nn, << 
< Na L...). Ceci étant, à droite de chaque intervalle fermé. les 
éléments x, sont au plus en nombre fini. 

D'après le théorème des segments emboîtes, il existe un point c 
intérieur à tous les intervalles 6,. Il est évident que la suite extraite 
{tn} tend vers c. Ce que nous voulions. 


$ 10. Limites supérieure et inférieure 


Etant donnée une suite de nombres réels {r, }, on peut, selon le théorème 1 
du $ 9, en extraire une suite convergeant vers un nombre fini ou infini. 

On appelle limite supérieure d’une suite {x, } (ou d’une variable x,,) un nom- 
bre jf (fini ou infini) possédant les deux propriétés suivantes: 

1) Af est la limite d'une suite extraite {r,,} de {x,}: 


lim Lune — M. 
R—00 R 


Le 
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2) Pour toute suite extraite convergente {z,,}: 
lim znp < M. 
R— 00 


On désigne la limite supérieure d’une suite {r, } par le symbole 


M = lim sup r:. 
no hR>Dn 


Si la suite {z,} n'est pas majorée, il est évident que 


lim sup zx = + oo. 
no h>n 
EXEMPLES. | 
lim sup (—1)}# = 1. - 
no L>n 
lim sup kt-Dh — Loo, car cette suite n'est pas majorée. 
no h>Dn 
La limite supérieure M d’une suite {r,} majorée peut être définie de la 
manière suivante: un nombre M est limite supérieure d’une suite {z,} 
si pour tout e >> 0 l’ensemble des points situés à droite de M “+ & est fini et 
celui des points situés à droite de M — e&, infini. 
On remarquera que si une suite {r,} admet M pour limite, alors on sait 
que quel ii soit e > 0, les inégalités M — e < x, << M + & sont réalisées 


pour tous les zx sauf pour un nombre fini d’entre eux. Donc, on a un nombre 
au plus fini d'éléments r, à droite de M + &e et une infinité à droite de M — e. 
Ceci montre que M — lim sup z,. 
no kR>n 
Donc, si M = lim z,, alors Jim sup z, = lim zx, = M. 


see RE Le no  ÀR>N be . 
La différence entre la limite ordinaire et la limite supérieure réside dans 
le fait que pour la première l’ensemble des points situés à gauche de M —e 
ee au plus fini, tandis que pour la seconde, cet ensemble est éventuellement 
infini. 
On appelle limite inférieure d'une suite {z, } (ou d’une variable x,) un nombre 
m (fini ou infini) possédant les deux propriétés suivantes: 
1) m est la limite d'une suite extraite {z,,} de {z,}: 
lim Ing = Me. 
R—00 


2) Pour toute suite cxtraite convergente {7,, }: 


lim Znp > mm. 
R—00 
La limite inférieure de la suite {x,} est désignée par le symbole 


m—lim inf ZR. 


n—-0o RDA 
Si la suite {r,} n'est pas minorée, il est alors évident que 
lim inf zx = —00. 
ñn-00 R>n 


On peut définir la limite inférieure d’une suite minorée de la manière 
suivante: un nombre m est limite inférieure d’une suite {z, } si pour tout e > 0 
l’ensemble des points r, situés à gauche de m — 8 est fini et celui des points 
situés à gauche de m + e, infini. 

Il est manifeste que 


lim inf z, <lim sup à. (1) 
no h>n n-00 k>n 
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THÉORÈME. Pour qu'une suite {zn} soit convergente Il est nécessaire et 
suffisant que lim supz, = lim inf zx. Ceci étant, lim zn = lim inf z, = 
. no hk>n no kR>n 7 — 00 ñn—-0o0 R>Dn 

= lim sup 7. 


On remarquera que si lim supzx——o, alors en vertu de (1) 
: , n-oRk>Dn . 
lim inf xp = —o et le théorème nous dit que 
no h>n 
lim Tn = — ©. 
n—-0o 


Il est évident par ailleurs que l'égalité lim inf z4 = + oo entraîne que 
n—co RDA 
lim sup zx = lim zn = + 00. 
n—-00 RÀ>7n n—00 

REMARQUE. On peut démontrer que le nombre c que nous avons obtenu dans 
É démonstration du théorème de Bolzano-Weierstrass est la limite supérieure 

€ Zn- | 

Ceci résulte du fait que l'ensemble des points situés à droite de chaque 
intervalle o, est au plus fini. 

D'autre part, si nous avions modifié le processus et retenu à chaque étape 
de la division de o, en deux intervalles égaux non pas l'intervalle le plus à droi- 
te mais celui le plus à gauche qui contient une infinité de points z,, nous aurions 
probablement obtenu un autre point c’ intérieur à tous les o, qui aurait été la 
limite inférieure de x,. 

Si la suite {xr, } ne possède pas de limite, alors c’ < c, sinon ces deux proces- 
sus nous conduiront à un même nombre c = c. | 

? 


$ 11. Critère de Cauchy de convergence d’une suite 


Soit donnée une suite de nombres réels {x,} convergeant vers 
un nombre fini a: 
lim x, = 4. 
n—00 
Il revient au même de dire que pour tout & > 0 il existe un nombre 
ro = A9 (e) tel que 
|æ —al<e2, VNn>rn. 
On a de même pour m > no: 
|TIm—al<e2, VNm>n. 
Et 
[Zn —Tml Fe [Tn—a+a—-z,l <|Tn —a| + |[Tm — a| < 
€ ++ €, Vn, m>n. 
Nous avons obtenu la proposition suivante: si une suite {x,} 
converge vers un nombre fini, elle remplit la condition de Cauchy *): 


1) Augustin Louis Cauchy, mathématicien français (1789-1857), le premier 
à avoir défini dans ses travaux les notions fondamentales de l’analyse (limite, 
continuité, intégrale, …) telles qu'elles sont en usage dans les mathématiques 
modernes. 
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pour tout e > 0 il existe un n, = n, (e) tel que 
[Im—Zml<Ee Va m>n. 


Une suite de nombres vérifiant la condition de Cauchy est dite 
suite de Cauchy ou encore suite fondamentale. 

La réciproque est vraie: si une suite de nombres réels {r,} est une 
suile de Cauchy, alors elle est convergente, autrement dit il existe un 
nombre a (fini) tel que x, — a, n — co. 


DÉMONSTRATION. Commençons par prouver qu'une suite de Cauchy est 


bornée. Prenons e = 1 et choisissons le nombre n, = n, (1) de la condition de 
Cauchy tel que 


lzn—iml<1,, Va m>n. 
d'où 
1>lz—-2m12>lz, | —|zml 
ou 
1+Hlzaml>zlzal Vam>n. (1) 
Figeons m > n, et posons 
M = max {1+lzml, zx, l} 
AnLNo 
En vertu de (1) on a alors 
M > za |; VrEenN, 


ce qui prouve que la suite {z,} est bornée. | : 
Le théorème de Bolzano-Weierstrass nous dit que de toute suite burnée 
{zh} on peut extraire une suite {x,, } convergeant vers un nombre fini a, c'est- 
à-dire que 
lim 1h, = a. 
R—00 


Montrons que dans ce cas la suite {r, } converge aussi vers a. 
En effet la condition de Cauchy qui est remplie par la suite {xr,} dit que 
pour tout & >> 0 il existe un n, tel que 


lzn—mi<e2 Nr, m>n. (2) 
D'autre part, puisque z,, + a, k— o, on peut exhiber un k, tel que 
Iran —al<Ee/2, WKk> ko. 
Comme ny} —> o, pour k —+ co, on peut trouver k > kQ tel que n,, > no. Donc 
[zny, —@l < 2/2. (3) 
En vertu de (2) où l'on aura posé m = n,,, on déduit à partir de (3) 
Îzn—a| = [Tn—Zny, Fznx, — al < Zn — Zn, + 
+ lzng, — al <r+s=e, Va> no; 
ce qui prouve que la suite {r,} converge vers a. 


Ainsi nous avons prouvé le 


TH£EOREME (CRITERE DECAUCHY). Pour qu'une suite de nombres réels 
{z,} soit convergente, il est nécessaire et suffisant qu'elle soit une 
suite de Cauchy. 
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$ 12. Complétude et continuité 
d’un ensemble de nombres réels 


Dans les paragraphes précédents nous avons prouvé toute une 
série de propriétés des nombres réels dont les plus importantes sont : 

1) La convergence de toute suite monotone bornée (théorème 
du $ 5). 

2) Le principe des segments emboîtés (théorème du $ 7). 

3) L'existence de la borne supérieure d’un ensemble borné (théo- 
rème du $ 8). 

4) La convergence d’une suite de Cauchy (critère de Cauchy, 
théorème du $ 11). 

La disparité de ces propriétés n'est qu'apparente, car en fait 
elles sont étroitement liées. On démontre sans peine en se servant 
des propriétés I à IV des nombres que les propositions 1) à 4) sont 
équivalentes, c’est-à-dire que l’une quelconque d'entre elles entraîne 
les trois autres. On a montré que de 1) (ou ce qui revient au même 
de la propriété V, cf. $ 6. chap. {) et des propriétés I à IV résultent 
2), 3) et 4). | 

Les, propriétés 1) à 4) s'appellent encore propriétés de continuité 
ou de complétude de l’ensemble R des réels. 


Pour éclaircir leur rôle considérons l'ensemble Q des nombres rationnels. 
Les propriétés I à IV sont vérifiées pour les nombres rationnels. La propriété V 
et partant les proprictés 1) à 4) ne le sont pas en général. 

Voyons ceci sur un exemple. Nous aurons besoin à cet effet de l’ensemble 
R des reels. 


Considérons une forme décimale non périodique illimitée 
4 — Gp, Apl2lg - 
Donc, a est un nombre irrationnel, c'est-à-dire qu'il appartient à R mais pas 
à Q. La forme décimale de a engendre une suite de troncatures 
ain) — ap, ae... an (n—=1, 2. ...) 


(de nombres rationnels) croissante et majorée par le nombre entier a, -— 1. 
La suite {a(n)} de nombres rationnels ne converge pas vers un nombre rationnel. 
En effet. on sait que {a()} converge vers a (voir exemple 9 du $ 1) qui est irra- 
tionnel et que cette limite est unique. 


Nous avons montré que la propriété 1) n’est en général pas véri- 
fiée dans Q 

Vu ic sans peine qu'il en est de même des propriétés 2), 
3) et 4). 

L'ensemble des nombres réels est complet, car il est justiciable 
de la propriété 4) qui dit que toute suite de Cauchy converge vers 
un nombre réel. 

L'ensemble Q des rationnels n’est pas complet, car les suites 
de Cauchy de nombres rationnels ne convergent pas toutes vers des 
nombres rationnels. En ajoutant à Q l'ensemble des nombres irra- 
tionnels, on obtient l’espace des réels qui, lui, est complet. 


CHAPITRE 3 


FONCTION. LIMITE D’UNE FONCTION 


$ 1. Fonction 


Soit £ un ensemble de nombres. On dit que sur £E est définie 
une fonction si à tout élément x € E est associé un nombre y ER, 


et on note 
y=f(r) GEE) (1) 


Cette définition de la fonction a été proposée par N. Lobatchevski 
et Dirichlet !). L'ensemble £ s'appelle ensemble de définition de la 
fonction f (x). On dit aussi qu'est donnée une variable indépendante 
x. appelée argument, qui parcourt l’ensemble ÆE et qu'a toutreE 
est associée une valeur d’une autre variable y appelée fonction ou 
variable dépendante. 

On se sert aussi du langage géométrique pour exprimer la notion 
de fonction. Une fonction est définie par la donnée d’un ensemble E 
de points x de la droite numérique — le domaine de définition — 
et par une loi qui à tout point x € £ associe un point y = f (x). 

Si l’on interprète une fonction comme une loi associant à chaque 
nombre x € E un nombre y, il suffit de la désigner par une seule 
lettre f. Le symbole f (x) représente le nombre y que la loi f associe 
àx£E£E. Si le nombre 1 appartient par exemple au domaine de défi- 
nition Æ de la fonction f, alors f (1) est la valeur de la fonction f au 
point x = 4. Si 1 n’appartient pas à E, on dit que la fonction f n'est 
pas définie au point zx = f. 

L'ensemble £, des valeurs y = f(x), où x € E, s'appelle image 
de l’ensemble Æ par la fonction f. On écrit parfois E, = f (E). Cer- 
taines précautions sont à prendre lors de l'usage de cette notation, 
afin d'éviter toute confusion avec la notation y = f (x), où x est 
un point de Æ et y son image par f. On dit encore que la fonction f 
applique l'ensemble E sur l’ensemble E.. 

Si l’image E, = f(E) & À, où À est un ensemble de nombres 
généralement distinct de £,, on dit alors que la fonction f applique E 
dans À 


1) Lobatchevski Nicolas, illustre mathématicien russe, fondateur de la 
géométrie non euclidienne (1792-1856). Dirichlet Gustav Lejeune, mathémati- 
cien allemand (1805-1859). 
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Etant données deux fonctions f et œ définies sur un même en- 
semble Æ, on appelle somme f + œ, différence f — ®. produit f 
et quotient f/® les fonctions dont les valeurs sont exprimées respec- 
tivement par les formules 

f@+ot), fa—-çt), fe, EE GE), 
dans le cas du quotient on admet que œ (x) 0 sur E. 

On se sert aussi des lettres F, D, Ÿ, . .. pour désigner des fonc- 
tions, et des lettres z, u, v, . .. pour désigner des variables. 

Si une fonction f applique un ensemble Æ£ dans E, et une fonc- 
tion F, l’ensemble £, dans un ensemble E., on dit que la fonction 
z = F(f(x)) est une fonction de fonction. ou une fonction composée 
de f et de F. La composée est définie sur l’ensemble E et applique Æ 
dans £.. 

On définit par analogie la composée de n fonctions: : — 
= Fi (Fa (Fs( .. (Fn (2) - - .)). 

Citons quelques exemples de fonctions. L'aire S d'un disque 
est une fonction du rayon r exprimée par la formule S$ = xr*. Cette 
fonction est définie visiblement sur l’ensemble de tous les nombres 
r > 0. 

On peut faire abstraction de l’aire du disque et considérer la 
dépendance de S par rapport à r exprimée par'la formule S$ = sr. 
La fonction S =  (r) est définie sur l’axe des réels tout entier et 
pas seulement pour les r > 0. 

Voici d’autres exemples de fonctions: 


1) y=V1—zx, 2) z=log(1+r), 3) y—zr—1i, 


4) y= ie , 5) y = Arcsin x. 


Il s'agit de fonctions prenant des valeurs réelles y pour des valeurs 
réelles de x. Il est immédiat de voir que ces fonctions sont définies 
respectivement sur: 

1) l'intervalle fermé [—1, 1]; 

2) l'intervalle ]—1, +ool: 

3) l’axe numérique tout entier; 

4) l’axe numérique tout entier privé du point x = 1; 

5) l'intervalle fermé [—1, 1]. 

Les fonctions des exemples 1) et 2) peuvent être traitées comme 
des fonctions composées : 1) y = Vu, u = 1 — v, v = 1°; 2) y — 
= logu, u = À + x. 

Les graphes constituent un important procédé de définition des 
fonctions. Considérons un système de coordonnées rectangulaires 
z0y (fig. 11), un intervalle fermé [a, b] sur l’axe Ox, et traçons une 
courbe [° jouissant de la propriété suivante: toute droite parallèle 
à l’axe Oy et passant par un point z € [a, b] coupe la courbe 
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en un point À. La courbe l' s'appelle graphe. Ce graphe définit une 
fonction y — f(x) sur l'intervalle [a, b]: si x E la, b], la valeur 
y — f (x) se définit comme l’ordonnée du point À (fig. 11). Donc, le 
graphe établit bien une correspondance entre x et y = f (x). 

Nous venons de définir une fonction par un graphe sur un en- 
semble Æ qui est un intervalle fermé. Pour ensemble de définition Æ£ 
on peut avoir un intervalle ouvert ou semi- 
ouvert. l'axe numérique tout entier, l'en- 
semble des points rationnels compris dans 
un intervalle donné, etc. 

Soient une fonction f (x) définie sur un 
intervalle Ja, bl et un nombre « 0. On peut 
former plusieurs fonctions avec & et f: 
1) af (2); 2) f(x) +a; 3) f(z— a); 
4) f (ax). Les fonctions 1) et 2) sont définies 

Fig. 11 sur le même intervalle Ja. b[. Les graphes 
des fonctions 1) à 4) se déduisent de celui 
de f (x) soit par une translation, soit par une homothétie. 

On dit qu’une fonction est paire si f(—zx) = f (x) et impaire 
si f(—z) = —f (2). 

Le graphe d’une fonction paire est de toute évidence symétrique 
par rapport à l’axe Oy. celui d’une fonction impaire, symétrique 
par rapport à l'origine des coordonnées. Les fonctions z°* (X est un 
entier naturel), cos x. log [x |. V1 + x°, f (| x |) sont paires, les 
fonctions z°**! (k> 0 est un entier), sin x. x WA + x°, xf (| kx |), 
impaires. 

Il est immédiat de voir que le produit de deux fonctions paires ou 
de deux fonctions impaires est une fonction paire et que le produit d'une 
fonction paire par une fonction impaire est une fonction impaire. 

Il est entendu que la majorité des fonctions ne sont ni paires 
ni impaires. 

On peut encore définir le graphe d'une fonction y = f(x), EE, 
comme l’ensemble des points (zx. f (x)). 

On dit qu’une fonction f est strictement croissante (resp. croissante) 
sur E si pour tous zx,. x: € E tels que x, << x, on a f (x;) << f (x:) 
(resp. f (x1)< f (z2)) 

On dit qu’une fonction f est strictement décroissante (resp. décrois- 
sante) sur Æ si pour tous z,, x, € E tels que x, << x,, on a f (x;) > 
> (22) (resp. f (1) > f (2). 

On dit qu’une fonction f est bornée (resp. non bornée) sur E si 
l'image FE, = f(E) de E par f est un ensemble borné (resp. non 
borné). 

Par exemple, la fonction y — 1/x est décroissante et bornée sur 
l'intervalle [1, cof, mais pas sur l’intervalle J0, oo. 

On dit qu’une fonction f définie sur un ensemble £ est périodiaue 
de période T >0sif(z) =f(x+T),z, r+TEeE. 
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Par exemple, la fonction sin + est de période 2x, la fonction 
sin mx, où mEN, de période T = 2x/m. 
EXEMPLE 6. La fonction 


4, z>0, 
y = Sgn x — 0, xz=0, 
— 1, z<0 


est définie sur l'intervalle ]—o, oof. Elle est impaire et prend trois 
valeurs : 4, 0, —1. 


EXEMPLE 7. La fonction 
x?+ 1, z<O, 
7] sin z, z>0 
est représentée par le graphe de la figure 12. Elle décroît sur ]—0o, O[ 
et est 2n-périodique sur l'intervalle ]0, œ[. Cette fonction est donnée 
par des formules différentes dans des régions différentes de son do- 
maine de définition. 
Une fonction peut être définie par un tableau. Si par exemple 


l'on mesure la température 7 de l’air toutes les heures et que l’on 
consigne les résultats obtenus dans un tableau: 


on obtient une fonction T = f (t) définie sur l’ensemble des entiers 
naturels compris entre 0 et 24. 

Si une fonction y = f (x) est définie sur un ensemble Æ par une 
formule, il lui correspond un graphe qui la représente géométrique- 
ment. Mais si une fonction est définie 
par un graphe, peut-elle être exprimée 
par une formule ? C’est un problème très 
épineux et avant de lui apporter une reé- 
ponse il faut définir ce qu'on entend par 
formule. Quand nous avons dit qu'une 
fonction y = f (x) est exprimée par une 
formule, nous avons tacitement admis 
que y se déduit à partir de x par un 
nombre fini d'opérations telles que l’ad- 
dition, la soustraction, la multiplication, Fig. 12 
la division, l'extraction d'une racine 
carrée ou autre, la prise d’un logarithme, les opérations sin, 
cos, Arcsin et autres opérations algébriques et trigonometriques. 

L'analyse mathématique nous fournit des méthodes pour élargir 
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la notion de formule. L'une d'elles est le développement d’une fonc- 
tion en une série de fonctions élémentaires. 

La plupart ou voire même toutes les fonctions que l’on rencontre 
en pratique peuvent être représentées par une série illimitée dont les 
termes sont des fonctions élémentaires qui seront définies plus bas. 
Mais nous reviendrons sur ce problème. 

Quoi qu’il en soit, qu'une fonction f (x) soit définie par une 
formule ou par un autre procédé, par exemple par un graphe, elle 
peut être un objet d’étude par les méthodes de l’analyse mathémati- 
que si elle satisfait à certaines conditions subsidiaires, telles la 
continuité, la monotonie, la convexité., la dérivabilité, etc. Mais 
n’anticipons pas. 

La notion de limite qui est fondamentale en analyse est un 
important outil d'étude d’une fonction. Ce chapitre lui sera con- 
sacré. 

Si à un nombre x d’un ensemble donné Æ une loi associe un 
ensemble e, de nombres y, on dit qu'est définie une correspondance 
y = f (x). Si pour chaque z l’ensemble e, est composé au plus d’un 
élément, alors y = f (x) est une fonction. 


Comme exemples de correspondances citons V'z, arcsin z, 
arctg x, ... 


La correspondance V x est définie pour z> 0. Elle est biva- 
lente pour zx >—0, car à tout nombre x >> 0 elle fait correspondre 


deux nombres opposés + Wzet — Vzx. Dans la suite, par x (k — 
= 2, 3,...) on entendra, sauf mention expresse du contraire, la 
valeur arithmétique de la racine k-ième de x, c’est-à-dire un nombre 
positif dont la puissance k est égale à x (cf. $ 8). La correspondance 
arcsin x est infinivalente. A toute valeur x € [—1, 1] elle associe 
une infinité de valeurs y définies par la formule 


y — (—1)* Arcsin x + kn (k — 0, +1, +2, ...). 


On définit de façon analogue des fonctions de deux, de trois et 
plus généralement de n variables. 

Définissons une fonction de deux variables. Soit un ensemble E 
de couples (x, y). Si à tout couple (x, y) € E une loi f associe un 
nombre z, on dit qu'est définie sur l’ensemble Æ une fonction z — 
— f(x, y) de deux variubles. 

Comme à chaque couple de nombres (x, y) est associé un point 
d’abscisse x et d’ordonnée y dans un plan rapporté à un système 
de coordonnées cartésiennes et inversement à chaque point est asso- 
cie un couple (x, y), on peut dire que la fonction f (x, y) est définie 
sur l’ensemble E des points du plan. 

Dans un espace à trois dimensions rapporté à un système de 
coordonnées rectangulaires (x, y, z) le graphe de la fonction z = 
= f (x, y) est le lieu géométrique des points (x, y, f (x, y)) dont 
les projections (x, y) appartiennent à l’ensemble de définition E de f. 
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Par exemple, le lieu géométrique des points dont les coordonnées 

vérifient l'équation | 

z=Vi-z-pÿ, m+yp<i, 
est la demi-sphère supérieure de rayon 1 et de centre 0 (voir $ 25, 
chap. 10). 

On peut définir une fonction de trois variables dans le même 
esprit. Le domaine de définition sera un ensemble de triplets (x, y, z), 
ou ce qui revient au même les points (x, y, z) d’un espace à trois 
dimensions rapporté à un système de coordonnées cartésiennes. 

Si à chaque triplet de nombres (x, y, z) € E une loi associe un 
nombre uw, on dit alors que sur £Æ est définie une fonction u — 
= F (x, y, 2). 

De façon analogue, on peut considérer un ensemble £ de n-tuples 
(z1, - . ., Zn), où nr est un entier naturel donné. Si à chaque »#-tuple 
de Æ une loi associe un nombre z, on dit que z est une fonction des 
variables x, . .., Zn, définie sur l’ensemble E et l’on note z — 
—= F (x:, ss" Th). 

On appelle espace à n dimensions l’ensemble de tous les n-tuples 
(z1, - . ., zh). Cet espace n’existe pas dans la réalité pour r >>3. 
Il n’empêche qu'il est aussi important que l’espace à trois dimen- 
sions. 

Si deux fonctions f et o de 2 variables sont définies sur un même 
ensemble E de points (x, . .., z,) d’un espace à r dimemgsions, on 
peut définir la somme f + ®, la différence f — ®, le produit fo et le 
quotient f/p comme des fonctions définies sur E à l’aide des égalités 
(2), où il faut remplacer x par (x,, ..., z,). On définit de façon 
naturelle les fonctions composées telles que f (@ (x, y), % (x, y, z)) = 
= F (x, y, 2), où (x, y, 2) est un triplet de nombres appartenant à 
un certain ensemble. 

On cite plus bas quelques exemples de fonctions de plusieurs 
variables définies par des formules élémentaires. 


E XEMPLE 8. u = Az + By + C: + D,uù À, B, C et D sont des constan- 
tes réelles, est une fonction linéaire de (x, y, z). Elle est définie sur l’espace 
tout entier. La forme générale d’une fonction linéaire de n variables (x, ... 

n 


+. Zn) est u = > a;z; + b, où &, . .., a, b sont des constantes données. 


izn1 
Cette fonction est définie sur l’espace tout entier des points (x, . 


EXEMPLE 9.z = log V1 — 22 — y. C'est une fonction réelle définie sur 
un disque de rayon 1 et de centre (0, 0) privé de ses points frontières, c’est-à- 
dire du cercle de rayon 1 et de centre (0, 0). La fonction : n'est pas définie 
pour ces points, car log O0 n'a pas de sens. 


EXEMPLE 40. La fonction 


si Th)e 


0 pour y >0, 


2=f(z, y)= 4 poir y<0 
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se représente graphiquement par deux demi-plans parallèles dont la disposition 
par rapport au système de coordonnées (r, y, =) est évidente. 


On peut définir une fonction d’une variable sous forme implicite 
F (zx, y) =0, (3) 


où F est une fonction de z et de y. 

Soit définie une fonction F sur un ensemble G de points (x, y). 
La relation (3) définit un sous-ensemble Q de G sur lequel s’annule 
la fonction F. L'ensemble @ peut éventuellement ètre vide. Sup- 
posons que ( n’est pas vide et soit £ un ensemble (visiblement non 
vide) de valeurs x auxquelles est associé au moins un y tel que 
(x, y) € Q. L'ensemble E est donc l’ensemble de tous les points x à 
chacun desquels est associé un ensemble non vide e, de points y tels 
que (x, y) € S ou ce qui revient au même tels que la relation (3) soit 
vérifiée pour le couple indiqué (x, y). On définit ainsi une fonction 
y = (x) sur l’ensemble Æ, qui en général est une correspondance. 
On dit alors que la fonction œ est implicitement définie par (3). On a 
de toute évidence 


F(z, ®(2)=0, VreE. 


On peut définir par analogie une fonction x = 1 (y) de y implici- 
tement par (3). On aura pour cette fonction : 


FU), y æ=0,  VyEE:, 


où Æ, est un ensemble de nombres. On dit encore que la fonction 
y = œp (x) (ou x =  (y)) est solution de l’équation (3). La fonction 
x = + (y) s'appelle fonction réciproque de y = ® (x). 


EXEMPLE 14. La relation 
a +y=r, (3) 
où r >—>0, définit implicitement la correspondance 


= LVFER (-r<r<n): 


pour zx = +r, c'est une fonction. On admet naturellement que cette 
correspondance se décompose en deux fonctions continues y — 
= +Vr— rx et y = —Vr— 1 (—r< r<r). Leurs représen- 
tations graphiques sont deux demi-cercles d’un cercle de rayon r et 
de centre O. Ce cercle est le lieu géométrique des points dont les 
coordonnées (x, y) vérifient l'équation (4). En se servant de la for- 
mule (4) on peut former des fonctions (discontinues) vérifiant l’équa- 
tion (4), par exemple 


LV r— xt, —r<z<0, 
y — — 
—Vr— 7°, OLz<r. 
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$ 2. Limite d’une fonction 


On dit qu’un nombre À est la limite d'une fonction f en un point 
asi cette fonction est définie dans un voisinage de a, c’est-à-dire sur 
un intervalle Je, di, où c< a<< d, sauf éventuellement en a, et si 
pour tout € =—>0 on peut exhiber un ô =>0 dépendant de € et tel 
que pour tous les x vérifiant la relation 0 | rx — a | << 6, l’on 


ait 
[ft — AÏ<e. 
lim f (x) = À ou f(x) + À (x — a). 


Xx—-a 


On note ceci 


On peut aussi définir la limite d’une fonction en termes de limite 
d'une suite. 

On dit qu’un nombre À est la limite d'une jonction f en un point a 
si cette fonction est définie dans un voisinage de a, sauf éventuelle- 
ment en a, et si la suite {f (r,)} converge vers le point À. quelle que 
soit la suite {r,} convergeant vers a et telle que x, a pour tous 
les n. Donc 

lim f(x,) = À. 
xn—+a 
xna 

Il est entendu que la variable x, tend vers a en prenant des 
valeurs pour lesquelles f (x) est définie. 

Ces définitions sont équivalentes. Supposons en effet qu'une 
fonction ait une limite au sens de la première définition et soit 
donnée une variable x, tendant vers a sans jamais prendre la va- 
leur a. Considérons un nombre & et choisissons Ô comme dans la 
première définition. Puis prenons un entier naturel nr, tel que 
|z, — a | << Ô pour nr >n,. Alors 


|f(z)— Al<Ee pourn >no, 


ce qui exprime que la suite de nombres {f (r,)} converge vers A. 
Puisque cette propriété est vraie pour toute suite {r,} convergeant 
vers a, pourvu que zx, # a et que tous les x, appartiennent au do- 
maine de définition de f, on a démontré que la première definition 
entraîne la seconde. 

Inversement, supposons que la fonction f (x) a une limite au 
sens de la deuxième définition, mais pas au sens de la première. 
Cela signifie qu’il existe un € au moins, que nous désignons par €. 
pour lequel on ne peut exhiber le & nécessaire, c’est-à-dire que pour 
tout Ô il existe parmi les x, tels que 0<< | x — a | << 6 au moins 
un, noté x) tel que | f (1x{9)) — À |> e,. 

Pour ô nous prenons tous les nombres Ô = 1/k (k = 1, 2, ...) 
et pour chacun d’eux trouvons un point zx, = x{°) tel que 


Oz —al[<1/k (nm £a) 
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et 
[f(x — AZ eo (k =1,2,...). 


De ces relations on voit que z, —+ a (x, = a), alors que f (x;) 
ne tend manifestement pas vers À. Donc, l'hypothèse que la se- 
conde définition de la limite n’entraîne pas la première nous conduit 
à une contradiction. 

Ceci achève la démonstration de l’équivalence des deux défi- 
nitions. 

L'expression limite d'une fonction en un point a est souvent rem- 
placée par limite d’une fonction lorsque x tend vers a ou plus briève- 
ment limite d'une fonction pour x —+ a. Cette expression traduit 
mieux la notion de limite, car lim f (x) exprime le comportement 

x—a 
de la fonction f (x) dans un petit voisinage du point a privé de a. 
Elle dit que si x tend vers a suivant une loi quelconque sans jamais 
égaler a, alors la valeur correspondante de f (x) tend à son tour 
vers À, c’est-à-dire est aussi proche que l’on veut de À. 

EXEMPLE 1. Soit la fonction f (x) = (x° — 4)/(x — 2). Elle est 
définie pour tous les x = 2. Essayons de trouver sa limite pour 
z— 2. Pour tout 2, on a — x +2, et comme dans 


le calcul de la limite pour x — 2 on ne tient nullement compte de 
la valeur de f en z = 2, on obtient 


lim — —lim(z-+2). 
x x—2 
Cette relation traduit le fait que si l’une des limites existe, l’autre 
existe aussi et lui est égale. 
Pour trouver cette limite on dispose généralement les calculs 
de la manière suivante: 
. z—4 
Im ri 
Signalons que les fonctions f (x) = (1° — 4)/(x — 2) et (x) = 
— x + 2 sont différentes. La première n'est pas définie pour x = 2, 
tandis que la seconde l’est pour toutes les valeurs de x. Cependant, 
lorsqu'on calcule la limite de ces fonctions pour zx — 2, peu nous 
importe que ces fonctions soient définies ou non en x = 2, et comme 
f(x) = (x) pour x = 2, il vient 
lim f(z)= lim @ (x) = @ (2). 


EPA 
ExeMPLe 2. Il est manifeste que lim x° = 4, car si x, —+ 1, 
x—1 
Zn 1, alors lim 25 = lim z,-lim x, = 1-1 = 1. On peut établir 
ce fait en utilisant le langage de & et de ô. Considérons un intervalle 
contenant le point 1, par exemple 1/2, 3/2[. Pour tout x € 1/2, 3/2[ 


=]lim(z+2)=limrz+2=4. 
x-2 x-2 
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il est évident que À 
o 5 
Fr —1]=1z+1llz—-1i< 35 Iz—-1l. 
Prenons maintenant un € 0 quelconque et posons Ô — 


= min (5. ce}. Alors pour tous les x tels | z — 1 | << Ô, on aura 


5 2 
FT — À ES D'or ds 

EXEMPLE 3. La ‘fonction sin (1/x) est définie pour toutes les 
valeurs x 0 et est impaire (son graphe est représenté sur la figure 13 
pour z >>0). Elle est donc définie au voisinage du point O0 mais 
pas en 0. Cette fonction n’admet pas 
de limite pour z— 0, car il existe 
une suite de valeurs non nulles 
zn = 2/n (2k +1) (k—= 0.1,2, ...) 
tendant vers O0, pour laquelle 

f (cr) = (—1) 

ne tend vers aucune limite pour À—+ co. 

Introduisons la définition suivan- 
te. On dit qu’un nombre À est la Li- 
mile d’une fonction f (x) pour x — 
et on note 


A = lim 
ar Î @) Fig. 13 


si f est définie pour tous les x tels que | z | > X pour un certain 
K >> 0 et si pour tout € >> 0 on peut exhiber un nombre M > 
tel que pour tous les x vérifiant |z [> Monait | f(x) — À | < &. 

On démontre que cette définition est équivalente à la suivante. 

Un nombre À est la limite d'une fonction f (x) pour x —+ œ si la 
fonction f (x) est définie pour tous les x tels que | zx | >> M pour un 
certain À] et 

lim f(x,) = À 
xXn +00 

pour toute suite {x,} convergeant vers oo. 

La démonstration de l’équivalence de ces deux définitions se 
fait de la même manière que pour la limite de f en un point a — oc. 

En fait, de nombreuses propriétés des limites de f (x) pour x + a 
(a est un nombre fini) et pour x —+ sont identiques. On peut expo- 
ser ces propriétés simultanément pour z — a et pour z—> . On 
comprendra alors par la lettre a soit un nombre fini, soit le symbole 
. Si a est un nombre, par voisinage du point a on comprend tout 
intervalle Je, di contenant le point a. Donc, un voisinage d’un point 
a est l’ensemble de tous les pointsz € Je, di.Si a = co (+00 ou — co), 
alors par voisinage de a on convient d'entendre l’ensemble de tous 
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les x tels que 
IxzIDp M G> M, ouxz<—M, MY> 0). 
On écrira 
lim f(x) = À, 


x—-a 


où a est un nombre fini ou infini, si la fonction f (x) est définie 
dans un voisinage de a. sauf éventuellement en a (cette restriction 
n’a de sens que si a est fini), et si pour tout e >> O0 il existe un voi- 
sinage du point a tel que pour tous les x a de ce dernier, l’on ait 


If) —AI<e. 


Cette définition combine visiblement les deux cas: le cas où x 
tend vers un nombre fini a et le cas où x tend vers + œ ou —0oo. 
Une fonction f telle que lim f (rx) — O s'appelle infiniment 
x—a 


petit pour x — a. 

Passons à l'exposé des propriétés d’une fonction admettant 
une limite pour x — a, où a est un nombre fini ou infini. On dé- 
signera par V (a) un voisinage arbitraire de a. Il est immédiat de 
vérifier que l'intersection de deux voisinages V, (a) et V, (a) est encore 
un voisinage de a. 


THÉOREME 1. Si lim f (x) — À, où À est un nombre fini, alors 
la fonction f (x) est bornée dans un voisinage V (a), c'est-à-dire qu’il 
existe un nombre strictement positif M tel que 

| f (x) I M pour tous les x E V (a), rx a. 

DEMOXSTRATION. Par hypothèse, il existe un voisinage V (a) tel que 

1>1fG&)—-AIZIf@I—-IAT GEV(a, za). 
D'où 

If) I<1+141-=M, 
c.q.f.d. 


TH£OREME 2. Si lim f (x) = À et À 0 est un nombre fini, il 
x—-a 
existe alors un voisinage V (a) tel que 
If@I>IA V2 GEV(a. xÆa). 
De plus, pour les x indiqués 


f(2)> A4/2 si A>O, 
et 
f(x) < A/2 si A<O. 
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DEMONSTRATION. Par hypothèse, il existe pour un & = | À |/2 
un voisinage V (a) tel que 
|A/2>]4—-fHIZzIlAl—-If@I GEV(a), za), 


d'où |f(z) | > | À |/2 pour les x indiqués. La première de ces 


inégalités équivaut aux suivantes: 
A—|A/l/2<f(:) < 4 + 14 |/2. 


D'où pour 4 > 0 


+=4—-Hl<;(, 


et pour A< 0 .58 


f{)<A+ LES, 


c. q. f. d. 
THÉOREME 3. Si 


lim f,(z)—= A1, lim f, (x) = 42 
x—-a x-a 


el 
f1 (&)< f2 (@) 
dans un voisinage V (a), x = a, alors 


A < A2. 


DEMONSTRATION. Supposons que z, —+ a, 4, a; alors pour n, 


assez grand, on a 
fi (En) < fa (En) (> no) 
et après le passage à la limite, À, A4. 
THÉORÈME 4. Si 
lim f, (x) = À, Jim f, (x) = À 
x—-a 


<a 
et 


hi (&)< p (&)< f2 (x) 
dans un voisinage V (a), x Æ a, alors 
lim (x) = À. 


(3) 


DEMONSTRATION. Supposons que zx, —+ a, x, — a; alors pour 


assez grand, on a 
fa (En) << P (En) fe (En) (> 7) 


et en vertu de (1) { (r,)} converge vers À. Comme la suite {x,} 


est une suite quelconque convergeant vers a, on a (3). 
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THEORÈMES (CRITÈRE DE CAUCHY). Pour qu’une fonction f (x) admet- 
te une limite (finie) en un point a, il est nécessaire et suffisant qu'elle 
soit définie au voisinage de a, sauf éventuellement en a, et que pour 
tout & >> 0 il existe un voisinage V (a) tel que 


[fœ)—fa)1<e 


quels que soient x’, z'EV (a), x’, x" a. 
DÉMONSTRATIPN. Condition nécessaire. Supposons que lim jf (x) = À, où À 


<a 
est un nombre fini; il existe alors un voisinage de a dans lequel f (x) est définie 
sauf éventuellement en a. De plus pour tout & > 0 on peut exhiber un voisinage 
V (a) tel que pour xE V (a), za, l'on ait | f (x) — À | << e/2. Soient zx’, 
z'EV (a), s’, za; alors 


LAC) ("NI If ()— A1 + AS (1 <+Se, 


ce qui prouve la condition nécessaire. 

Condition suffisante. Supposons que la fonction f (x) est définie au voisinage 
de a, sauf éventuellement en a et que pour tout e > 0 on peut exhiber un voisi- 
nage V (a) de a tel que | f(x’) — / (x”) | < e pour tous les x’, z” € V (a), z’, 
zx” Æ a. Considérons une suite quelconque {rn}, rïn a, convergeant vers a. 
Alors le critère de Cauchy pour les suites nous dit qu'il existe un nombre " 
tel que pour nr, m > nr, l'on ait x,, rm € V (a). Dans ce cas 


[fn —fGmMI<e (rm > no) 


et la suite {f (zn)} vérifie le critère de Cauchy, donc est convergente. 

Nous venons de prouver la propriété suivante:lim f (r,) existe pour toute 
suite {r,} convergeant vers a (x, # a). De cette propriété il s'ensuit immédia- 
tement que les limites lim f (xx) correspondant à diverses suites convergeant 
vers a sont égales. En effet, soient r, + a rn—a;xr,,z2nZa{n = 1, 2, ...). 
D'après ce que nous venons de démontrer il existe des nombres À et 4° tels 
que f(zn) — À et f (zh) — 4’. Formons une nouvelle suite: fr1, ri, ze, r4, 
za, - . .}. Cette suite converge vers a. D'après ce qui a été démontré plus haut, 
la suite ff (x), f (xi), f (ze), f (xs), . . .} doit aussi converger vers un certain 
nombre. Or, ceci n’a lieu que si À = 4’, c.q.f.d. 


Ta£ortue 6. Si 
lim f(z) = À, lim (x) = B, 


Xe x—-a 


où À et B sont des nombres finis, alors 
limff(r)+p(r]=4+B, limff(zr)p(:)]= 48 
x-a x—-a 


et 
f (x) A 


xa 9) B 
sous réserve que B =£ 0. 
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Prouvons la deuxième égalité à titre d'exemple. Soit z,— a, 
z2Æa(n = 1Â,2,...); alors 


lim f(x,) = À, limo(x,) = B 


Comme la limite d'un produit est égal au produit des limites, on 
obtient 


lim [f (x) @ (2:)] = lim f (z,) lim œ (x) = AB. 
Cette égalité est valable pour toute suite x, —+ a, x, = a, donc 
lim [f (x) @ (x)] = AB. 


“Par définition, lim f (x) — © si la fonction f (x) est définie 
x—-a 
dans un voisinage de a, sauf éventuellement en a, et si pour tout 
nombre strictement positif M il existe un voisinage V (a) de a 
tel que 


IfHI> M (GEV(a, zx a). 


On appelle infiniment grand pour x — a une fonction f (x) telle 
que lim f(x) = oc. 


Xx—a 
Si lim f (x) = œ et si dans un voisinage de a f (x) > 0 (resp. 
X—a 
f (x) << 0), on écrit encore lim f (x) = +0 (resp. lim f (x) = —co). 
x—-a Xx-a 
Les théorèmes suivants sont immédiats. 


Card 


Ta£oreMe 7. Si f(x) et @ (x) sont deux fonctions telles que dans 
un voisinage d'un point a 


[fHOI>M>O0 


et 
lim (x) = 0 (p(x) 0 pour rx Æ a), 
alors 
f(x) 
M QG) 00e 


THÉOREME 8. Si lim f(x) — À et limqp(r)— ©, alors 
x—-a x—-a 


COROLLAIRE, Si p(rz) +0, za (q(r) 0), alors 


9 


lim  — 
ue) 
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et si p(r) + ©, za (p(z) 0), alors 


On peut encore définir la limite à droite et à gauche d’une fonc- 
tion f en un point a. 

On dit qu'un nombre À est la limite à droite (resp. à gauche) 
d'une fonction f en un point a si cette fonction est définie sur Un 
intervalle semi-ouvert Ja, b] (resp. [b, al) et si 


lim f(z,)=A (resp. lim f (z,) = À) 
xn—-a <n—a 
xn>a xn<a 


pour toute suite 
On désigne la limite à droite (resp. à gauche) d’une fonction f 
en a par: 


f(@+0)= lim (a), (9 
f(a—0) = lim (a). G) 
x<a 


Si f est définie sur l'intervalle ouvert Ja, bl, alors f (a + 0) n’a 
de sens qu’en a et f (b — 0), qu’en b. 
REMARQUE. La relation 


f(a+0) = f(a—0) = A (6) 
équivaut à l'existence de la limite 
lim f (x) = À. (7) 


En effet, on peut exprimer (6) comme suit: Ve = 0, 36 > 0: 
|[f(z)— Al<e, Vr: 0<|rz—-a|<ô,r>a;|f(xz) — À | < 
<e, Vz: O<|r—-a|<ô, |z <a, ou de façon plus concise: 
Ve 0, 3>0: I[If(z7)—A|<e, Vr:0<]|r—-al<6, ce 
qui est équivalent à (7). 


$ 3. Continuité d’une fonction 


La figure 14 représente le graphe d'une fonction y =f(z)(zE€ 
€ (a, b]). Soit un point x € [a, bl. Tout point z’ € [a, b] proche de z 
peut être représenté par la somme zx’ — x + Az, où Az est un nombre 
positif ou négatif appelé accroissement de x. La différence 


Af = Ay = f(x + Az) — f (à) 
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s'appelle accroissement de la fonction f en x, correspondant à l’ac- 
croissement Az. Observons que Azx est tel que x + AxE la, bl. 
Sur la figure 14 l’accroissement Ay est égal à BC. 

Faisons tendre Az vers 0; il est évident que 


Ay—0 (Ar +0). (1) 


Considérons maintenant la courbe de la figure 15. Elle présente 
un saut en x,. On dit alors que cette courbe est discontinue. Pour 
qu’un graphe représente une fonction y = F (x) en x,, on conviendra 
que F (x) est égal à la longueur du segment Azx,. Pour spécifier 


a X) X,*AXo 
Fig. 14 Fig. 15 


ceci, le point À est représenté par un rond sur le graphe, alors que 
la flèche indique que le point Q n'appartient pas à ce graphe. 

Donnons à x, un accroissement Azx, et définissons l’accroisse- 
ment correspondant de la fonction: 


AF = F (z0 + Ato) — F (x). 


Si Az, — 0, on ne peut pas affirmer que AF —+ 0: AF tend vers 0 ou 
vers un nombre égal à la longueur du segment AQ selon que Az, 
tend vers O par valeurs négatives ou positives. 

On dit qu'une fonction f définie sur un intervalle [a, b] est con- 
tinue en un point x € [a, b] si Af— 0 lorsque Az —+ 0 quel que soit 
le mode de tendance de Az vers 0. La propriété de continuité est tra- 
duite par l'expression (1) ou encore par la relation: 

lim Ay = 0, (2) 
Ax0 
qui se lit « la limite de Ay est nulle lorsque Azx tend vers 0 suivant 
une loi quelconque ». Cependant on omet généralement l’expression 
« suivant une loi quelconque ». 

Si une fonction f définie sur {[a, b] n’est pas continue en un point 
z E (a, b], c’est-à-dire si elle n’est pas justiciable de la relation (2) 
pour au moins une méthode de tendance de Az vers 0, on dit alors 
qu'elle est discontinue en x. 
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La fonction représentée sur la figure 14 est continue en tout 
point æ€ la, b]l, celle de la figure 15, l’est visiblement en tout 
point x € [a, b] sauf en x,, car en ce point la relation (2) est mise 
en défaut lorsque Az tend vers 0 par valeurs positives. 

Une fonction continue en tout point d’un intervalle est dite 
continue sur cet intervalle. 

La continuité d'une fonction est une propriété à laquelle nous 
aurons souvent affaire en pratique, une propriété qui traduit le 
fait qu’à tout petit accroissement de la variable indépendante 
correspond un petit accroissement de la fonction. Un remarquable 
exemple de fonction continue nous est donné par les diverses lois 
de mouvement des corps s = f (t) qui expriment le chemin s parcouru 
en fonction du temps t. Le temps et l’espace sont continus et les 
diverses lois de mouvement s = f (t) établissent entre s et t une rela- 
tion continue caractérisée par le fait qu’à tout petit accroissement 
du temps correspond un petit accroissement du chemin. 

L'observation des milieux continus — solides, liquides ou ga- 
zeux — a conduit l’homme à faire abstraction de la continuité. En 
effet, tout milieu physique est un amas de particules en mouvement. 
Ces particules et les distances qui les séparent sont si petites en 
regard des dimensions des milieux auxquels on a affaire en étudiant 
les phénomènes physiques macroscopiques que l’on peut considérer 
approximativement que la masse du milieu envisagé est continü- 
ment distribuée dans l’espace occupé. De nombreuses disciplines, 
telles la dynamique des fluides, l’aérodynamique et la théorie de 
l’élasticité se servent de cette hypothèse. La notion mathématique 
de continuité joue naturellement un grand rôle dans ces disciplines, 
de même d'ailleurs que dans beaucoup d’autres. 

Les fonctions continues constituent la plus importante classe 
de fonctions manipulées par l'analyse mathématique. 

Comme exemples de fonctions continues citons les fonctions 
élémentaires (voir $ S) qui sont continues sur leurs intervalles de 
définition. 

Les fonctions discontinues décrivent des processus naturels dis- 
continus. La vitesse d’un corps varie discontinûment sous l'effet 
d’un choc. De nombreuses transitions sont accompagnées de sauts. 
Ainsi, la relation Q = f (t) entre la température t d’un gramme d’eau 
(de glace) et le nombre de calories @, lorsque t varie entre —10° et 


+30", si l’on convient que Q@ = 0 pour t — —10°, s'exprime par 
0,5+95, —10<t<0, 
CA t+85, 0<t<30. 


On admet que la capacité calorifique de la glace est égale à 0,5. Pour 
— 0, cette fonction est indéfinie (elle prend des valeurs distinctes); 
on peut par souci de commodité convenir que pour t = 0 elle prend 
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une valeur bien définie, par exemple f (0) = 45. La fonction Q = 
— f (t) est visiblement discontinue pour £ = 0 (fig. 16). 
Définissons la continuité d’une fonction f en un point. 
On dit qu'une fonction f (x) est continue en un point x, si elle est 
définie dans un voisinage de x, de même qu'en x, et si son accroissement 
en ce point tend vers Ô avec Az: 


lim Ay= lim {[f(xo-- Az) — f(xo)] = 0. (3) 
Ax-0 Ax—0 


Si l’on pose x = r, + Az, on obtient la définition équivalente 
suivante : on dit qu’une fonction f est continue en un point x, si elle 


Fig. 16 


est définie dans un voisinage de x,, y compris en zo, et si 
lim f(x) = f (x); (4) 
X—Xo 


ou dans le langage de e et ô: si pour tout e >> 0 on peut exhiber un 
ô > 0 tel que 


If()—f@)I<e Vrz:]z—-z|1< 6. 
La relation (4) peut encore s’écrire : 
lim f(z)=f ee *) (4°) 
X—X0 X—x0 à 
Cette relation montre qu'on peut passer à la limite sous le signe d'une 
jonction continue. 
ExEMPLE 1. La constante y — © est une fonction continue en 


tout point z. En effet, en x et x + Az on a y = C. Donc Ay = 
= y(z+ Az) —-y(x)=C—C—=0et 


lim Ay= lim 0=0. 


Ax-—0 àx—0 
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ExEMPLE 2. La fonction y = x est continue pour tout x, car Ay = 
— Az et par suite Ay —+ 0 avec Az. 


ExEmPLE 3. La fonction y = sin x est continue pour tout zx. 
En effet 


[Ay] = |sin (x + Az) — sin x| — 2 sin 2Æ_ cos (z ++) | < 


2 
<2/{sin(Az/2)|. (5) 
Or, pour tout æ on a 


|sina|<la |. (6) 


Si 0 < x << x/2, ceci résulte de la figure 17 (l’arc de longueur 2a 
est plus grand que la corde de longueur 2sina qui le sous-tend). 
Pour &« = 0, l’inégalité (6) se transforme en égalité. Si 0 < | & | << 
<< x/2, alors |sin & | = sin [æ |[< |& |. Enfin, si |«& | > x/2, 
alors | sin & |[&S 14 << x/2< | & |. De (5) et de (6) on déduit que 


lAy| 2 sin +|<2 EL = jAz), 


c'est-à-dire que 


| Ay I | Az |. 
Il est alors évident que 

lim Ay = 0. 

4x—0 


On peut encore dire que pour tout e >> 0 il existe un Ô > 0, en 
l'occurrence Ô = & tel que 


| Ay|<e, VAz: |Ar|<ô—=e. 
Signalons un théorème important. 
TusoreME 1. Si deux fonctions f et @ sont continues en un point 


z = a, il en est de même de leur somme, de leur différence, de leur 
produit et de leur quotient (œ (a) = 0). 


Ce théorème est une conséquence immédiate du théorème 6, $ 2, 
puisque 


jf (a) = lim f(&), (a) — Him p (x). 


Signalons un autre théorème important de continuité d’une 
fonction composée. 


Ta£orsME 2. Soient données une fonction f (u) continue en un 
point u = À et une fonction u = ® (x) continue en un point x = a, 
et admettons que œ (a) = À. Alors la fonction composée F (x) — 
— flo (x)l est continue au point x = a. 
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DEMOXSTRATION. On remarquera que de la définition de la con- 
tinuité de la fonction f en À il s'ensuit qu’elle est définie dans un 
voisinage de À. Donc 


lim F (x) im flo(x)] = lim flu]=f(4)=flp(e)]=F(a). 


On a effectué la substitution u = œ (x) et utilisé la continuité de 
penz=a:œp(x) (a) = 


<a 
ExEMPLE 4. La fonction 


P)=am" +ar"l+...+a, 


où a, sont des coefficients constants, s'appelle polynôme de degré n. 
Cette fonction est continue pour tout x. En effet, P (x) s'obtient 
à partir des constantes as, . . ., a, et de la fonction x par un nombre 
fini d'opérations arithmétiques: l'addition, la soustraction et la 
multiplication. Or, une constante est une fonction continue (voir 
exemple 1) et la fonction x est aussi continue (voir exemple 2), 
donc en vertu du théorème 1 la fonction P (x) est aussi continue. 
ExEMPLE 5. La fonction y = cos x est continue, car elle est 
la composée de deux fonctions continues: y = sin u, u = 7/2 — zx. 
ExEMPLE 6. La fonction 


sin z | 2 +kn (&=0, +1, 2, ...), 


cos z 
est continue pour les x indiqués, car (cf. théorème 1) elle est égale 
au quotient d’une fonction continue par une fonction continue non 
nulle. 
ExEMPLE 7. La fonction 


y=igz— 


y = sin° 2 
est continue pour tout x, car elle est la composée de fonctions con- 
tinues: y = uÿ, u = sin v, v = z® (cf. théorème 2). 


EiemPLe 8. La fonction y = | x | est continue pour tout x, car 
[Ayl=llz+Axzx|—]z|[<iz+Az—-z|=|Arz|—+0 
pour Ar —+ (0. 


ExemPLe 9. Si une fonction f (x) est continue en un point zo, 
il en est de même de la fonction | f () [- 

Ceci résulte du théorème 2 et de l'exemple 8, puisque la fonction 
| f (x) | est la composée de deux fonctions continues: y = |u |, 
u = f (zx). 

Signalons encore deux théorèmes qui résultent immédiatement 
des théorèmes 1 et 2 du $ 2, relatifs à la limite de fonctions. 


TH£oREME 3. Si une fonction f est continue en un point a, il existe 
un voisinage V (a) dans lequel elle est bornée. 
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TasoreMe 4. Si une fonction f est continue en un point a et f (a) = 
5 0, il existe un voisinage V (a) dans lequel 
If (@)1> 17 (a) 12. 
Si en outre f (a) > 0, alors 
f(a/2<f(z:) (GE V (o)), 
et si f (a) < 0, alors 
f(x) <f(a)/2 (GE V (a). 


$ 4. Discontinuités de première 
et de seconde espèces 


Par définition une fonction f est continue en un point x = a à 
droite (resp. à gauche) si 
f(a) =f(a+0) (resp. f (a) = f (a — 0)) 
(cf. fin du $ 2). 


On peut encore définir la continuité d’une fonction f en un point 
a de la manière suivante : on dit qu'une fonction f est continue en un 


Fig. 18 Fig. 19 Fig. 20 


point x = a si elle est définie dans un voisinage de a, y compris en a, 
et si existent des limites f (a + 0) et f (a — 0) telles que 


f({@w)=f(a+0) =f(a—0). (4) 


Si une fonction f est telle qu'elle admet les limites f (a + 0) 
et f (a — 0), et f (a + 0) f (a — 0), alors elle est discontinue 
en a, et cette discontinuité est dite discontinuité de première espèce. 

Les figures 18 à 23 représentent six graphes de fonctions. pré- 
sentant une discontinuité de première espèce en a. La lettre À dé- 
signe le point À = (a, f (a)). La pointe de la flèche n'appartient 
pas au graphe. 

Les figures 148 à 21 représentent les graphes de fonctions pour 
lesquelles les nombres f (a), f (a + 0) et f (a — 0) ont un sens. Sur 
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le graphe de la figure 18 les nombres f (a), f (a + 0) et f (a — 0) 
sont deux à deux distincts: la fonction est discontinue en a à gauche 
et à droite. La figure 19 représente le graphe d’une fonction continue 
en a à gauche et discontinue à droite. Sur la figure 21onaf (a + 0) — 
= f(a—0)-Æf(a). On dit alors que la fonction f présente en a 
une discontinuité artificielle: en effet on peut éliminer cette discon- 
tinuité en a en posant f (a) = f (a + 0) = f (a — 0). La fonction 


y 
al 
HT 
0 a x 0 S Z 
Fig. 21 Fig. 22 Fig. 23 


représentée sur la figure 22 n’est pas définie en a. La fonction repré- 
sentée sur la figure 23 n’est pas définie non plus en a, maisf (a + 0)=— 
— f (a — 0), donc si l’on complète cette fonction en a en posant 
f (a) = f (a + 0) = f (a — 0), on rend Ia fonction f continue en a. 

Dans les figures 22 et 23 la fonction f est définie au voisinage de 
a mais pas en a. On dit alors que la fonction f est discontinue en a, 
bien que l’idée de continuité et de discontinuité en a consiste à com- 
parer f (a) et f (x) pour les valeurs de x proches de a. 

On dit qu’une fonction f présente une discontinuité de seconde 
espèce en un point a si elle ne possède pas de limite à droite ou à 
gauche en a, ou bien si elle ne possède de limite ni à droite ni à gau- 
che en a, ou encore si elle possède des limites infinies à droite et 
à gauche. 

EXEMPLE 4. La fonction 


sin _ . zZÆO0, 
f(x) = 
0, x = 0, 
ne possède pas de limite à droite et à gauche au point x = 0 (voir 
exemple 3, $ 2,). Donc, elle présente une discontinuité de seconde 
espèce au point x = (0. 
EXEMPLE 2. La fonction 
4, z>0, 
sgn zx — 0, T = 0, 
—1, z<0, 
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est continue pour z 0 et présente une discontinuité de première 
espèce au point x = 0. De plus, sgn (0 + 0) = 1, sgn (0 — 0) — 

= —1. 
ExEmPLE 38. La fonction {xl, ou partie entière de x, est repré- 
sentée sur la figure 24 pour zx > 0. Elle est continue pour les x non 
entiers. Si est entier, alors [x + 0] — 


ï =zx= {rlet [z — 0] — x — 1, donc elle 
présente une discontinuité de première 
espèce. 


ExEMPLE 4. La fonction 


4/z, z%0, 
y=| 2, z=0, 


est continue pour x 0. Les limites à 
droite et à gauche en x = 0 sont infi- 
nies, donc cette fonction présente une 
discontinuité de seconde espèce en x = 0. On dit encore que cette 
fonction présente un saut infini en (0. 


Fig. 24 


TH£OREME 1. Si une fonction f est croissante sur un intervalle 
(a, b], elle possède les limites f (a + 0)> f (a) et f (b — 0)< f (b). 


D£EMONSTRATION. Par hypothèse, 
f()<f(), VzEla, bi, 
autrement dit, f est majorée par f (b) sur [a, bl. Donc, f admet une 
borne supérieure sur [a, b{: 


sup f(x) = MK j (b). 
xEla.bl 


La propriété de la borne supérieure dit que pour tout e > 0 
on peut exhiber un zx, € la, bl tel que 


M —e<f(x)< M, (2) 
et puisque f est une fonction croissante, 
f (to) <f(z), Vr:z0 <r< b. (3) 


De (2) et (3) il résulte que 
M —e<f(r)<M, Nz:z0<z< b, 


«= 


ce qui prouve que la fonction f admet une limite à gauche en db: 


lim f (a) = f(b — 0) = M< j (b). 


x<b 
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De façon analogue, en considérant l'inégalité f (a) << f (x) pour 
z E Ja, b], on prouve l'existence de 


f{a+0)= inf f(:)2 (a). 
x£]a, b] 


CoROLLAIRE. Si une fonction f est croissantesur un intervalle [a, b], 
alors en tout point x € [a, b[ elle possède la limite à droite f (x + 0) > 
> f(x) et en tout point x € Ja, b], la limite à gauche f(x — 0)< 
< f (x). 


En effet, cette proposition est prouvée dans le théorème 1 pour 
z—=aet x = b. Supposons que z € Ja, bl. La fonction f est crois- 
sante sur les intervalles [a, x] et [z, b], donc d’après le théorème 1 
elle possède les limites f (x — 0), f (x + 0), et f (x — 0) << f (2) << 
< f (zx + 0). 

Il est évident que, pour que la fonction f soit continue en x, 
il est nécessaire et suffisant que f (x — 0) = f (x + 0). 

Si f(x — 0) < f(x + 0), alors la fonction f présente une dis- 
continuité de première espèce. 


THÉORÈME 2. L'ensemble des points de discontinuité d'une fonction f monotone 
sur un intervalle (a, b] est au plus dénombrable. 


DÉMONSTRATION. Supposons que la fonction f possède plus d’un point de 
discontinuité et soient x’ et x” (z’ < z”) deux d’entre eux. Comme 


f(z'+0)= inf f(y}, f(r"—0)= sup f(y), 
vE)x", x”[ vE]x”, x” 
alors 


f(x + 0) < f(x — 0) 


et les intervalles ] f (z° — 0), f (x + 0)[ ,] f (x° — 0), f (” <+- 0)[ de l'axe Oy 
sont disjoints. 

A chaque point de discontinuité x’ de la fonction f correspond un intervalle 
]f (x — 0), f (z° + 0) [. Choisissons un point rationnel &.’ dans cet intervalle. 
D'après ce qui vient d'être dit il est clair qu’à divers points de discontinuité 
z’ correspondent divers points &.. Or, l’ensemble des points rationnels est 
dénombrable. Donc, l'ensemble de tous les points &,’, de même que l’ensemble 
des points z’, est au plus dénombrable. C.q.f.d. 


$ 5. Fonctions continues sur un intervalle fermé 


On dit qu'une fonction f est continue sur un intervalle fermé 
[a, b] si elle l’est en tous les points de l'intervalle Ja, bl, à droite 
au point a et à gauche au point b. 

Les fonctions continues sur des intervalles fermés sont douées 
de propriétés remarquables que nous nous proposons d’exposer. 

Commençons par formuler des théorèmes traduisant ces propriétés, 


puis illustrons-les sur des grapheset desexemples avant de les prouver 
formellement. 
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TH£OREME 1. Si une fonction f est continue sur un intervalle fermé 
{a, b], alors elle est bornée sur [a, b], c’est-à-dire qu'il existe une 
constante K >> 0 telle que 


IfHISEÆ, Vzela, bl. 

La figure 25 représente le graphe T d'une fonction f continue sur 
l'intervalle [a, b]. Il est évident qu’il existe un nombre X >0 
tel que Fest situé au-dessous de la 
droite y = K, mais au-dessus de Ja 
droite y — —X. C'est ce qu'expri- 
me le théorème 1. 

On remarquera que si une fonc- 
tion est continue sur un intervalle 
ouvert Ja, bl ou sur un intervalle 
semi-ouvert [a, b{ ou Ja, b], elle n’est 
pas forcément bornée. Exemple: la 
fonction 1/x est continue mais pas 
, bornée sur l'intervalle JO, 11]. 

Fig. 25 Si l’on complète cette fonction 

en posant f (0) — 0, elle sera finie 

en tout point de l'intervalle [0, 1}, mais pas bornée sur cet 
intervalle. 


TH£oREME 2 (WE1ERSTRASS). Si une fonction f est continue sur [a, b], 
alors elle atteint son minimum et son maximum sur [a, b], c'est-à-dire 
qu'il existe des points a, B € [a, b] tels que f (x) << f (x) << f (B) pour 
tous les x E [a, b]. Autrement dit, 


uin f(z)—f(x), max f(x) = f(B). 
] xEfa, b] 


I 
xEfe.b 


La fonction continue y = f(x) re- 
présentée sur la figure 25 atteint son 
minimum sur [a, b] au point x =aet 
son maximum au point x = f. Ici les 
points & et B appartiennent à l'intervalle 
la. bl. La fonction continue y = f (x) Fig. 26 
dont le graphe est représenté sur la 
figure 26 atteint son minimum en l'origine de l'intervalle {a, b] 
et son maximum en un point intérieur f de [a, b]. 

REMARQUE 1. Le théorème 1 nous dit que la fonction f est bornée 
TE 5 b], car continue. Donc, inf f (x) et sup f (x) existent dans 
a, blj et 


inf f(x)< sup f(x). 
xE[a, b] xEfa, b] 


Le théorème 2 affirme que ces bornes sont atteintes sur [a. bl], 
c'est-à-dire qu'on peut remplacer inf et sup respectivement par 
min et max. 
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REMARQUE 2. La fonction y = x est continue et bornée sur l'in- 
tervalle JO, 1[; elle n’atteint pas sa borne supérieure sup x = 1, 
in TR *x€]0. 1 
c'est-à-dire qu’il n’existe pas un zx, € J0, 1[ tel que y — 1. Donc, 
dans le théorème 2, la condition de continuité de f sur un intervalle 
fermé borné est essentielle. 


Il est évident que sup Arctg x — x/2. Cependant, il n'existe 


x>0 
pas un z >> 0 tel que Arctg x = 11/2. Les hypothèses du théorème 
sont mises en défaut, car le domaine de définition de la fonction 
continue Arctg x est illimité. 
Si une fonction f est discontinue sur [a, b], elle n’atteint pas 
forcément son suprémum. Exemple, la fonction 


{ z, 0OLz<1/2, 
1G)=l 0, 12<2<1. 


TH£OREME 8. Si une fonction f est continue sur un intervalle \a, b], 
et f (a) et f (b) sont différents de 0 et de signes contraires, alors il existe 
au moins un point c € Ja, bl en 


lequel f (c) = 0. 


La fonction dont le graphe 
est représenté sur la figure 27 
remplit les conditions du théo- 
rème 3. Elle est continue sur 
[a. b], et f(a) <0,f(b) >0. 
Il est évident pour des raisons 
géométriques que le graphe F 
doit couper l’axe Ozx au moins 
en un point c € Ja, bl. Fig. 24 


CoROLLAIRE 1. Si une fonction f est continue sur (a, b], f (a) — À, 
{(b) = B (A Æ B) et C est un nombre compris entre À et B, alors il 
existe au moins un point c € la, bl tel que f (c) = C. 


Ce corollaire s’énonce encore : une fonction continue sur un inter- 
valle (a, b] prend toutes les valeurs intermédiaires entre ses valeurs aux 
extrémités de l'intervalle [a. b]. 


CoROLLAIRE 2. Une fonction continue sur un intervalle a, b] prend 
toutes les valeurs intermédiaires entre son infimum et son suprémum. 


DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1. Définissons une nouvelle fonction 
F(z) — f (x) — C, où C'est une constante comprise entre À et B. 
La fonction f étant continue sur [a, b], il en est de même de la fonc- 
tion F. De plus, F prend de toute évidence des valeurs de signes 
contraires aux extrémités de [a, b]. Donc, le théorème 3 affirme 


6—0622 
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l'existence dans Ja, b{ d’un point c tel que F (c) = 0 ou f (c) — C = 
= 0, d'où f (ce) = C, c. q. f. d. 

ExEmPLe. L'équation x — cos x — O0 présente une racine dans 
l'intervalle JO, xl. 

En effet, la fonction f (x) = x — cos x est continue sur l’inter- 
valle (0, x] et prend aux extrémités de celui-ci des valeurs de signes 
contraires: f (0) — —14, f (x) = x + 1. 

Les théorèmes 1, 2 et 3 seront démontrés formellement plus bas. 

D£EMONSTRATION DU THÉOREME 1. Supposons que jf n’est pas bornée 
sur {a, b]. Pour tout entier naturel rx il existe alors un point x, € 
€ la, b] tel que 

[f@)I>r (n=1,2,...). (1) 

La suite {x, }est bornée (car a et b sont finis) et on peut en extrai- 


re une suite {Zn, } convergeant vers un nombre & € [a, b] (voir 


corollaire du théorème 4, $ 1, chap. 2). Or, la fonction f est conti- 
nue en & (si « = a (resp. &« = b), la fonction f est continue à droite 


(resp. à gauche)), donc 
lim / (an) = f (a). @) 


La relation (2) contredit la relation (1), donc f ne peut être que 


bornée sur [a, b]. 
DEMONSTRATION DU THÉOREME 2. Le théorème précédent dit qu’une 
fonction continue sur [a, b] est bornée, c’est-à-dire que 


fH<KX (Elo, b). 
La fonction f admet donc une borne supérieure sur [a, b|]: 


SUP Î (x) = M. (3) 
xE[a, b] 


Le nombre M jouit de la propriété suivante : pour tout entier natu- 
rel nr il existe dans [a, b] un point x, tel que 


MT <fE)SM (m1, 2, ...). 


La suite {r,} est bornée, car appartenant à [a, b], donc on peut en 
extraire une suite {r,,} convergeant vers un nombre f € [a, b]. 


Or, la fonction f est continue en B, donc 
lim f (za) = f (B). 
D'autre part, MT < fn) SM (k=1, 2, ...) et lin f(z,,)=M. 
k—00 


Mais comme f (x,) ne peut tendre que vers une seule limite, on a 
M = f(B). Donc, la fonction f atteint son marimum en un point 
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BE la, b]l. Nous avons prouvé qu'il existait un point BE [a, b] 


tel que 
max f(x) = f (B). 
sa, bd] 


La partie du théorème relative au minimum se démontre de 
façon analogue. Cependant, il est possible de ramener cette démons- 
tration à celle de la première partie en tenant compte du fait que 

min f(z)=— max {—f(x)}. 
sEla. db] £a, b] 

DEMONSTRATION DU THEOR£ME 3. Désignons l'intervalle [a, b] par 
6, Divisons ©, en deux parties égales. Si la fonction s’annule au 
milieu de ©,, le théorème est démontré; sinon, l’une des deux par- 
ties de ©, est telle que la fonction f prend en ses extrémités des 
valeurs de signes contraires. Désignons cette partie par ©, et divi- 
sons-la en deux parties égales. Si la fonction s’annule au milieu de 
0,. le théorème est démontré; sinon, désignons par ©, celle des 
deux parties de 6, aux extrémités de laquelle la fonction prend des 
valeurs de signes contraires. En poursuivant cette procédure, soit 
on trouve un point c € Ja, bf tel que f (c) = 0 et le théorème sera 
prouvé. soit on obtient une suite illimitée d’intervalles emboîtés 
O9 012 O2... aux extrémités de chacun desquels la fonc- 
tion prend des valeurs de signes contraires. Il existe alors un point 
c appartenant à tous les o,, donc à [a, b]. De toute évidence, f (c) — 
= 0, car si l’on admet par exemple que f (c) > 0 il existerait alors 
un voisinage Ÿ (c) du point c tel que pour tous les x € V (c) la fonc- 
tion f (x) serait positive. Or, ceci est impossible, car pour 7» assez. 


grand 0, € V (c), et f change de signe sur ©,. Ce qui prouve le théo-. 
rème. 


$ 6. Fonction réciproque continue 


Considérons une fonction continue y — f (x) strictement crois- 
sante sur [a, b] (fig. 28). Soit 


1(a) =, 1 (b) = Ê. 


Le graphe de cette fonction est une courbe continue. L'on voit sur 
ce graphe que si x croît continüment de a à b, alors y croît continû- 
ment de &« à B en parcourant une fois toutes les valeurs de l’inter- 
valle (æ, BJ]. Mais alors à chaque valeur y correspond une valeur 


unique x € [a, b] telle que y = f (x). Ceci définit sur [æ&, B] une 
fonction 


z = g (y), 


appelée fonction réciproque de la fonction y = j (x). 

Il est évident que la fonction x = g (y) est strictement croissante 
sur l’intervalle [œ, B] et applique cet intervalle sur l'intervalle 
6° 
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[a, b]: on a les identités 


flg(y)l= y, VyElax, BI, 
g{f(cl=zx, Vrela, bl. 


On déduit le graphe de la fonction x = g (y) à partir de celui de 
la fonction f (x) par une rotation de 2x autour de la bissectrice du 
premier quadrant. Comme la rotation ne 
modifie pas la continuité du graphe. la 
fonction x = g (y) est continue sur [«, B]. 

Donc, on a établi, par des considérations 
purement géométriques, le théorème suivant. 


TH£OR£ME 1. Supposons qu'une fonction 
f est continue et strictement croissante sur 
un intervalle (a. b] et que à = f (a), B = f (b). 


0! a D x Alors: 1) l’image de l'intervalle {a, b] 
par f est l'intervalle (x, B], 2) il existe une 
Fig. 28 fonction x = g (y) réciproque de f, strictement 


croissante et continue sur [æ, f] 


La démonstration formelle de ce théorème repose sur le lemme 
suivant. 


LEMME 1. Supposons qu'une fonction strictement croissante y = 
= f (x) applique un intervalle (a, b] sur un intervalle a, PB], c'est-à- 
-dire que f (La, b]) — [x, BJ. Alors f est continue sur [a, b]. 


DEMONSTRATION. Considérons un point quelconque zx, € Ja, bi 
Comme la fonction f est strictement croissante, le point correspon- 
dant yo — f(x) appartiendra à l’intervalle Ja, Bl. 

Prenons un € = 0 assez petit pour que a << yo — E << Yo 
< yo + & << B. Par hypothèse, on peut exhiber des points x, et x, 
de Ja, b[ (z1 << zo << 22) tels que y9 — & = f (m1), Yo + € = f (x2). 

L’intervalle ]x;, z.l peut être traité comme un voisinage du 
point Zo. 

La fonction f étant strictement croissante, pour zx € Ir, xl 
on aura y — 8e Lf(r) << Yy0 + € où | f (x) — Yo | L 8, c'est-à-dire 


que 
[1 (&) — f (&o) 1 < 8, 


ce qui exprime que la fonction f (x) est continue en x. 

Si zx, = a ou z,o = b, on démontre par analogie la continuité à 
gauche et à droite de la fonction f. 

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Supposons que Ÿ = f ([a, b]) 
est l’image de [a, b] par f. Comme « = f (a), B = j (b)et f est stricte- 
ment croissante, onaa<f(x) B, Vz E [a, b], d'où il s'ensuit que 


Y cela, BI (1) 
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D'autre part, si f est un point .quelconque de l'intervalle [æ, B], 
il appartient à Ÿ en vertu du théorème 3 du $ 5 des valeurs inter- 
médiaires d’une fonction continue, c'est-à-dire que 


[a, Bla Y. (2) 
De (1) et de (2) on déduit la proposition 1): 
Y = [a, BI. 


La proposition 2) dérive maintenant du lemme 1. En effet, la 
fonction f étant strictement croissante, elle admet sur Ÿ = [«, f] 
une fonction réciproque g (y) strictement croissante qui applique l’in- 
tervalle [æ&, B] sur [a, b]. Donc, cette fonction est continue d'après 
le lemme 1. Ceci prouve le théorème. 

En modifiant légèrement les raisonnements ci-dessus, on démontre 
l’analogue suivant du théorème 1. 


TH£OREME 1”. Supposons qu’une fonction f est continue et stricte- 
ment croissante sur Ja, bl (ou sur la. bl ou encore sur la, b]}) et que 


a— inf f(r), B— sup f(x). 
xE]a, b[ x€ Ja, b( 


A lors l’image de l'intervalle la. bl (resp. la, bl, Ja, b]) est l’inter- 
valle la, BI (resp. la, BI, lx, Pl) et La fonction x = g (y) réciproque 
de f est univalente, strictement croissante et continue sur ]æ, BÎ (resp. 


[a, BI, lx, BJ). 


REMARQUE. La réciproque d’une fonction f (x) strictement dé- 
croissante et continue sur [a, b] (resp. Ja, bl) est une fonction con- 
tinue strictement décroissante sur [B, æ], où «x — f (a), B = f (b). 
On établit ceci sans peine en considérant la fonction —f (x) ou la 
fonction f (—zx). 

Si une fonction f (x) est continue mais non strictement monotone 
sur [a, b], sa réciproque est une correspondance qui à certains y 
associe plusieurs valeurs de x. 

EXEMPLE. La fonction 


y = sinz, zxzE]—oo, ol, 


est continue mais pas monotone. Son domaine de valeurs est l’inter- 
valle [—1, 1]. A chaque y de cet intervalle correspond une infinité 
de valeurs de x telles que y = sin x. 

Du reste, sur l’intervalle [—x/2, 1/2] la fonction y = sin x est 
continue et strictement croissante, et sa réciproque est une fonction 
continue qui, nous le savons, se désigne par: 


zx = ÂArcsiny, yEl—1, 1]. 
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$ 7. Continuité uniforme d’une fonction 


Soit une fonction f continue sur un intervalle fermé [a, b] (resp. 
ouvert ou semi-ouvert). Alors pour chaque point x, de cet intervalle 
on peut exhiber pour un & = 0 donné 
un Ô >> 0 tel que 


| f () — f (Go) | << e, 
dès que 


Iz—z2z 16, Ella, b] 
(resp. la, bl, [a, bl, la, bl). 


Le nombre Ô varie en général avec 

Zo, à & constant: il dépend en effet 

Fig. 29 de € et de x,. Sur la figure 29 on voit 

que le nombre Ô peut convenir pour 

une partie en pente douce du graphe et être trop grand pour une 
partie raide. 

Il semble donc naturel de distinguer les fonctions continues pour 
lesquelles on peut exhiber pour un € > 0 un ô => 0 qui convienne 
à la fois pour tous les x de l’ensemble de définition. 

Commençons par une définition. 


DerFiNiTION. On dit qu'une fonction f définie sur un ensemble X est 
uniformément continue sur X si pour tout e >> 0 on peut exhiber un 
Ô > 0 dépendant uniquement de e, tel que 


Ifæ)—f(m)1<e 
pour tous les x’, x” € X tels que | x — x" | < 6. 
Il est aisé de voir que si une fonction est uniformément conti- 


nue sur un ensemble X, elle l’est à fortiori sur l’une quelconque 
des parties de X. La réciproque n'est pas toujours vraie. 


THEOREME. Si une fonction f est définie et continue sur [a, bl], 
alors elle est uniformément continue sur [a, bl]. 


DE£EMONSTRATION. Supposons par absurde que le théorème est faux. 
Il existe alors un €£ >> 0 tel que pour tout ô > 0 on peut exhiber 
un couple de points x’ et x” de [a, b] tels que | zx’ — rz” | < 6 et que 


If) —f(@)12> e. 


Considérons une suite de nombres strictement positifs 6, (r = 
= 1, 2, ...) convergeant vers 0. Pour chaque ô, il existe des points 
Zn Tn € la, b] tels que 


[tn — 2m | <ôn, mais |f (za) — f (za) 1> €. (1) 
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La suite {z{} est bornée, car ses points appartiennent à [a, b]. 
Le théorème de Bolzano-Weierstrass nous dit qu'on peut en extraire 
une suite {z1,} convergeant vers un point x, € [a, b]l. La suite 
extraite {z,} converge aussi vers 0, puisque Ty — En à 0, 
k—+ oo. Par hypothèse, la fonction f est continue sur [a, b], donc 
en Zo- Si Zzo = à (resp. z, = b), on admettra que f est continue 
en x, à droite (resp. à gauche). Donc 


lim f (2) = lim f (2) = f (Go). 
Dans (1), en passant à la limite pour #—+ , on obtient 
e< lin |f(2) —f (mu) 1= 1/0) —/(@)1=0 (2) 


ce qui est absurde, puisque € > (0. 

Signalons que dans (2) on s’est servi de la continuité de la fonc- 
tion | u | (cf. $ 3, exemple 8). Ceci achève la démonstration du théo- 
rème. 

EXEMPLE. La fonction 


y = sin (1/x) 


est continue sur l'intervalle [6, 1], V6 > 0, donc elle est uniformé- 
ment continue sur cet intervalle en vertu du théorème ci-dessus. 
On remarquera que cette fonction est continue sur l'intervalle 
J0, 1] mais pas uniformément. Ceci montre qu'il est essentiel que 
dans le théorème la fonction soit donnée sur un intervalle fermé et 
non sur un intervalle semi-ouvert ou ouvert. 
Assurons-nous que la fonction y — sin ({/x) n'est pas uniformé- 


ment continue sur l'intervalle JO, 1]. Les points x, = = (k = 
= 0, 1, 2, ...) appartiennent visiblement à l'intervalle J0, 1let 


ACk+9 in LED | 
2 2 un 


FF (Zn+s) — f (zx)1 =] sin si 


= |(—1)#1—(—1)*) = 2. 
Si l'on prend e = 1, alors pour tout 6 > 0 il existe un # tel que 
4 


Pannes < 
alors que 


| f (&n+1) — fa) 1=2> e= 1. 


De ce qui vient d’être dit il s'ensuit que la fonction y — sin (1/x) 
ne peut être prolongée en continuité à l'intervalle fermé [0, 1], car, 
en vertu du théorème démontré, elle serait uniformément continue 
sur cet intervalle, donc sur l’intervalle ]0, 1], ce qui est impossible. 


88 FONCTION. LIMITE D'UNE FONCTION (CH. 3 


$ 8. Fonctions élémentaires 


On appelle ainsi les fonctions C (constante), x", a*, log,z, sin x, 
cos zx, tg x, Arcsin x, Arccos x, Arctg x. 

En appliquant à ces fonctions les opérations arithmétiques et 
l'opération de superposition un nombre fini de fois, on obtiendrait 
des fonctions plus complexes que nous appellerons aussi fonctions élé- 
mentaires. 

Par exemple, y = In (e* + sin2r + 1) est une fonction élémen- 
taire. 

Etudions les propriétés de ces fonctions. 

a) Fonction constante C. Cette fonction associe 
à chaque nombre réel le nombre C. Son graphe est une droite parallèle 
à l’axe Oz et située à une distance | C | au-dessus de Oz si C > 0et 
au-dessous si C << 0. Cette fonction est continue sur l’axe des ztout 
entier (voir $ 3, exemple 1). 

b) Fonction puissance zx*(nest une constante). Pour 
n € N, cette fonction est définie sur l’axe des x tout entier. Pourla 
calculer (théoriquement!) on représente x par sa forme décimale 
(x = Æ Go, &,@2 . . .) et on multiplie cette forme n fois par elle- 
même suivant la règle de multiplication des formes décimales (cf. $ 6, 
(11), chap. 1) et la règle des signes. 

La fonction x" est continue en tant que produit fini de fonctions 
continues (y — x). Elle est strictement croissante sur [0, of, puisque 


Ze — 2 = (trot) (at +an-2r, +... +81) > 0 


pour z, << z,. De plus, elle tend vers + avec zx. En effet, si x > 1, 
alors 2" = z"-1z > x (n > 1) et x" œ avec z. 

Ainsi, la fonction q (x) = x", pour nr € N, est continue, stricte- 

ment croissante sur [0, cof et telle que œ (0) = 0, sup P (x) = +00. 
xE[0. 


Donc, le théorème 1” du $ 6 nous dit que la onetion y = x" 
applique l'intervalle semi-ouvert X — [0, of sur l’intervalle semi- 
ouvert Ÿ — [0, cf et admet une fonction réciproque continue, stric- 
tement croissante. Cette fonction se note 


z=y"=") y (y>0) 


et s’appelle valeur arithmétique de la racine n-ième de y. 
Signalons que pour y > 1(n > 1) 
V > 1=1. (1) 
Notons que si a est un nombre positif arbitraire (a € [0, ol), 
d'après ce qui précède on peut exhiber un nombre positif unique b = 


= ain tel que b" = a. 
Nous venons de prouver l'existence de la racine n-ième de a > 0. 
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Observons que si r est impair, c'est-à-dire nr — 24 + 1 (k = 0, 
1,2,...), la fonction y = rest impaire ((—zx)" — — zx"). Elle est 
continue, strictement croissante sur J—co, co et telle que 


inf 2°—=—00, sup 2*= + oo. 
XE]—00, of æE]-00, oo 


Donc, en vertu du théorème 1’ du $ 6, la fonction y — z**! applique 
l'intervalle ]—o, of sur lui-même et admet sur ]—c, cel une 


Fig. 30 Fig. 31 


fonction réciproque continue, strictement croissante 
z=Y" y, yE]—oo, of, n—2k+1. 


L'expression y, avec y > 0, désigne ici la valeur arithmétique de 
laracine n-ième de y, c'est-à-dire le nombre positif,dont la puissance 
n-ième est y. Si y << 0, alors 


V'y=—Y Iyl. 

Pour nr — 2k (k = 1, 2, ...) la fonction y = x” est paire et 
continue. Elle applique l’intervalle ]—c, cf sur l’intervalle semi- 
ouvert [0, of. Elle n’est pas monotone sur ]—, cf et sa réciproque 
est une correspondance bivalente 


z=+Y/y (y>0). 


La réciproque ne sera une fonction que pour y = 0. 

Les graphes des figures 30 et 31 représentent les fonctions z* et 
z/r pour différents 7. 

La fonction x” se définit aussi pour n rationnel. Soient p, q € N. 
On pose 


za 2 (x>0) 
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et on démontre que 


xPlie — zsP# 59 — (/ z)° (2120). 
On pose aussi 


1 


q 
zP 


= À. 


Ceci étant, on démontre pour tout n rationnel la propriété caractéris- 
tique de la fonction puissance : 


Gay} = 2°y" (&, y > 0). 

On établit sans peine que la fonction y = 27 (p, qE N) est 
continue et strictement croissante sur l'intervalle [0, œl, et applique 
l'intervalle [0, œf[ sur lui-même, donc elle admet une inverse conti- 
nue, strictement croissante, définie visiblement par 


z=y"?, yEl0, œl. 


S'agissant de la fonction y = xz-?/1 (p, q € N), elle est stricte- 
ment décroissante, continue sur l'intervalle J0, of et applique 
l'intervalle ]0, of sur lui-même. Sa réciproque sur J0, cl est donc 
une fonction continue, strictement décroissante, définie par 


z=y"lP (y> oO) 


z—Pla — (x > 0), 


Il est évident que 


lim 2z=P/4us + oo, lim y-%P=æ + oo 
x—0 y—0 
x>0 y>0 


On peut définir la fonction puissance z* (pour z > 0, et pour 
z=0sin> 0) pour n irrationnel, mais il vaut mieux le faire à l'ai- 
de de la fonction exponentielle a* (cf. c) plus bas). 

On ne s’est intéressé qu'aux racines réelles de l'équation y = z*. 
Si l’on avait cherché les racines complexes, on aurait trouvé n racines 
distinctes pour chaque y 0 (cf. $ 3, chap. 5). 

ExEMPLE. Montrons que 

limw/n—1. (2) 


ñn—0co 


En effet, la formule du binôme de Newton nous donne pour À > 0: 
A+ A1 ED ut. 14 TD pa 
Si l’on admet que 17 n—1 (>0 pour #2:>2, voir (1)), on obtient 
n>14+20 20 (n—1) 
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ou 
2>(ÿn—1)>0 (n>2). 
La fonction Vzx étant strictement monotone, on obtient 


2n>Y/n—1>0 
ou 


V2n+1>Y/n>1 (n>2). (3) 


Enfin, la fonction Vz étant continue en x —= 0, on obtient la 
relation (2) en passant à la limite pour r—+> oc dans (3) (cf. théorè- 
me 9» du $ 1, chap. 2). 

c) Fonction exponentielle a(a>0,a-# 1).Dans 
la suite on désignera les nombres rationnels par les lettres grecques 
a, B, y, - . . Soit a > 1. 

On sait du cours du secondaire ce que c’est que a* pour x ra- 
tionnel (voir encore b)). 

On sait aussi que: 

1,) æ > 0, 

2,) atab = ait, 

3) at LB (a LB, a > 1), 

4) (at)P = ac, 

91) an —> + oo, > + ©, a > 1. 

Prouvons la propriété 5,). Mettons a sous la forme a = 1 + 
+ (> 01). Alors 


= A+A) =1+nm+...>1 + ni. 


Le second membre de cette inégalité tend vers l'infini avec pr, donc 
il en est de même du premier. Si l’on désigne par {[a,] la partie entiè- 
re de &,, On aura 
an >alnl, 
et si &@, —> + co, alors [&,] — + co, donc alnl_y + co. Alors 
an + + oo. | 
Soit zx un nombre rationnel quelconque. Montrons qu'on peut 


définir le nombre a* comme la borne supérieure des nombres a étendue 
à tous les nombres rationnels a x: 


sup at = a*. (4) 
a<x 


En effet, d'après 3,) on a 
at <a, Va<xz, (5) 
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c'est-à-dire la première propriété de la borne supérieure. Construisons 
une suite strictement croissante de nombres rationnels &,, conver- 
geant vers x. On a pour cette suite : a%n—+> a*, n—+ co. On prouve 
cette propriété plus bas (voir (8)). Donc, pour tout € >> 0 on peut 
exhiber un x tel que 

Œ — 8 <a La, (6) 


c'est-à-dire qu’on obtient la deuxième propriété de la borne supé- 
rieure. De (5) et (6) on déduit (4). 
Soient maintenant un nombre irrationnel x et un entier naturel m 
supérieur à z (m >> zx). On a l'inégalité évidente 
at <a”, 
a<x 
c'est-à-dire que l’ensemble des nombres a tel que & << x est majoré. 
Il admet donc une borne supérieure 
sup af. 
a<x 
Cette borne est un nombre bien déterminé que nous désignerons 
par a*: 
a* = sup a. (1) 
a-<X 
Ceci définit la fonction a* pour tous les x réels. On l'appelle fonction 
exponentielle. 

Donc, la fonction a* se définit comme la borne supérieure des nom- 
bres a%, étendue à tous les nombres rationnels «a << x. 

Si zx est un nombre rationnel, cette définition coïncide avec l’an- 
cienne (elle donne le même nombre); si x est irrationnel, elle donne 
de nouveaux nombres a*. 

On démontre que la fonction a* définie à l’aide de (7) possède 
les propriétés importantes suivantes: 


1) «> 0, 

2) a av = ab, 

3) << d& (z<y,a>xi), 

4) © —æ1Â, z— 0, 

9) + ©, z—+ oo (a > 4) 

6) a+ 0, z—> — oo (a > 4), 

7) ax = (a*)ÿ. 

Signalons que les propriétés 2) et 4) entraînent la continuité de 
la fonction a* pour tout x, € ]—oo, œl: 

[a — ae] = |u*o (a*-*o —41)] = a*0 |a*-*o— 1] —+0 8) 

pour zx — x, —+ (0. 

Dans la suite on admettra que a > 1. 
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DEMONSTRATION DE 1). Pour tout-x il existe &o << z, donc 


O< a%0 sup a*=e*, ie. 0 < ax. 
as 


DEMONSTRATION DE 2). Soient a << x et Bf<y, alors a+B<zr<+y. 
Soit par ailleurs Y un nombre rationnel tel que 


YV<z+ y. (9) 
Montrons que y peut se mettre sous la forme 
v=a+B, où a<z, B<y. (10) 
De (9) il résulte que 
V—y<T. 
Choisissons un nombre rationnel & tel que 
Y—y<Aa<Z, (11) 
et posons 
B=Y— a. (12) 
De la première inégalité (41) il s'ensuit alors 
B < y. (13) 


Donc, l’ensemble de toutes les sommes & “+ B, où & << z, B << y, est égal à celui 
de tous les v << x + y: 


ctn=, 0. 
B<y 


Donc 
a**V— sup aŸ—sup az +b— sup (a%ab) = sup a* sup ap = axe av 
Y<x+Y a<zx a<zx a<x fP<y 
B<y B<y 


(cf. chap. 2, 8 8, exercice 2). 
DEMONSTRATION DE 3). Soient z << yet B. et B, des nombres rationnels tels 
que x << fi << Be << y. Alors 


aï = sup a* < sup a%— ah < ab: < SUP ap — av, 
a<x a<Ba B<y 


et nous avons prouvé que 
ax < ab. 


DEMONSTRATION DE 4). Pour n>@(nEN, ai!) 
1 < al ni ——> 1 
n…+o 


(voir exemple de b)), et pour l'instant on a démontré que 
lim aB= 1. (14) 
nc 
Considérons maintenant une suite quelconque de nombres strictement posi- 
tifs x, < 1 convergeant vers 0. Soit k, = [1/z,]. Alors 0 < x, < 1/k, et 


= 


1-a0<ar< a lkn,. 
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Donc, en vertu de (14) 


lim a%= 1. 
ao 


La suite {xr,} étant arbitraire, on a prouvé l'existence de la limite à droite 
lim a*—1, (15) 
x—0 
x>0 


et par suite celle de la limite à gauche 


ORNE 
se mr as  limau 14 (6) 
x<0 2>0 u—0 


De (15) et de (16) il résulte que 


lim a*—= 1 
æ—0 


(voir $ 2, (6), (7)). Ceci achève la démonstration de 4). 
DEMONSTRATION DE 5). Soit un nombre M > 0 arbitrairement grand. II 
existe un nombre rationnel & tel que a* > M, donc 
M<at<a*, Vr>a. 


Donc, a*—+ +o avec =. 
D£MONSTRATION DE 6) 


1 
lim = Im —=—-=t. 
X— © -Zz—+0o ax Ro a 


DEMONSTRATION DE 7). Notons que pour =m naturel, on a en vertu de 2) 


en ax ... at = (ax)" ; Cas, == 


Lg La + 
=0* —ax; a” —=(ax)". 


Pour le nombre rationnel —>0 


«= (ae (+ }P_ ee. 


Par ailleurs, si y est un nombre strictement positif arbitraire et à, — y, où &n 
sont des nombres rationnels, alors la continuité de la fonction exponentielle 
nous donne 
a%v = Jim a*%n=— lim (a*)%n = (a*)v. 
no 


no 
Ceci que 7) À Bd y > 0. 
Si y<0, alors (y——1|yl) 
1 | 


av — a”xlvl = ————— —= 
a*Wl (a=)lv 


= (ax) VI (ax. 
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Si a € ]0, 1f, on pose , 
& | 
UT 

Les propriétés 1), 2) et 4) restent valables. La propriété 3) devient: 
> a! (x < y). 

La propriété 5): a*—> 0. z—> + oo. 

La propriété 6): a*— + oo, zx—> — co. 

d\) Fonction log,z. On admettra que a >> 1. Etant conti- 
nue. strictement croissante sur]—oo, cof et appliquant ]—oœ, œl 
sur JO, cf, la fonction y — a* admet une fonction réciproque conti- 
nue et strictement croissante sur JO, of. On l’appelle logarithme de 
y à base a et on la note 


z = log,y, yEJO, œl. 


De ce qui précède il s'ensuit que 


lim log,z=— <+oo, lim log,z= — co. 
æ—+00 x—0 
x>0 


Pour a << 1, les raisonnements sont analogues. La fonction «a* 
transforme aussi l'intervalle ]—c, cf en ]J0, cf, mais elle est stric- 
tement décroissante. La fonction réciproque log,z définie sur 
10, co sera aussi strictement décroissante et telle que 


lim log,z——o, lim log, x = + co. 
X—+00 x—0 


On a (cf. 86) 


x>0 


alEr* 7, zE]0, + of, 
log,a*=z, zE]l— oo, + of, a 1. (17) 


D'où l’on déduit, en vertu des propriétés de la fonction a, pour z, 
y>0 que 


log,* alÆav log, ,x+108 ,v 


alBa (&u) + 


=Ty=a 
et 
10ga (zy) = log, z + logs y. 
En remplaçant x par z/y, on obtient 
log,z — log,y = log, (x/y)._ 
Par ailleurs (voir 7)) 
a\%8e Ed eV = (aa *v — ga 108, x (z > 0), 


donc 
log,zŸ = ylogsz (a 1, z > 0). (18) 
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Notons enfin que pour des nombres strictement positifs a et b 
non égaux à 1,ona 


a %a belog,, a E (aa 2108 a pl°8b a a, 


et par suite 
log.b-log,a = 1. 
Le logarithme du nombre a à base e s'appelle logarithme naturel 


ou népérien de a et se note: log,a = In a. 
e) Revenons à la fonction puissance 


y = 2", zE Ï0, oœl. 


On vient de voir que cette fonction a un sens pour les nr rationnels 
et irrationnels. On peut encore l'écrire sous la forme (cf. (17) et (18)): 


zx" — eninx, (19) 


d’où il ressort qu'elle est continue en tant que composée de deux 
fonctions continues. 
Pour nr > 0, elle est strictement croissante et telle que 
limz*—0, lim x'— +oo. 


x—0 Z—+o0 
x>0 


Si l’on admet que 0" — 0 pour n > 0, alors cette fonction est 
continue à droite au point x = (. 
Pour nr << 0, la fonction x" est continue, strictement décroissante 
sur [0, cof et telle que 
lim 2 = oo, lim z"—0. 


x—0 X— +o0 
x>0 


De la formule (19) on déduit une propriété caractéristique de la 
fonction puissance 


(zy)'=ernGy=enmrenmy ay (x, y>0). 


f) Fonction y =u (x) ®). Soient u (x) et v (x) des fonctions 
définies au voisinage d’un point «a, sauf éventuellement en a. et 
supposons que u(r) > 0, lim u(rx)=A>0 et limv(rx) =B 


(A et B sont des nombres finis). Alors ou 


lim u (r)°( = AP, (20) 
+8 


En effet (voir (17), (18)) 

lim [v(x) In u(x)] 
lim u(r)"&) — lim er @inu(x) — ,x-0 = 
X—a X—a 


lim r (x) lim In u (x) 
x—-a 


— ex —eBinA— 45 
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Dans la deuxième égalité on s’est servi de la continuité de la fonction 
ë, dans la quatrième, de celle de la fonction In z. 

Si u (x) et v (x) sont continues en x = a et u (a) > 0, alors 
u (x) > 0 dans un voisinage de ce point (voir théorème 4 du $ 3) et 
A = u (a), B = v (a). Donc, en vertu de (20) 

lim x (x)°® = u (a)*®. 
+x—a 

Signalons les cas intéressants, non envisagés par l'égalité (20), 
où (2— au >> 0)u—+ + oo, v—x> 0; v— œo,u—+ 1; v— O,u—+ 0. 

Le théorème de la limite de v In w est mis en défaut dans ces cas. 
Si l’on ne dispose pas à priori d'une information plus exacte sur 
le caractère de la tendance de x et de v vers ces limites, on ne peut 
définir lim w°. Au voisinage de a on obtient alors les formes indé- 

-x—a 
terminées oo°, 4%, Of. 

g) Fonctions trigonométriques. Les fonctions 
sin z, cos x, tg z et autres sont connues du cours de trigonométrie où 
elles ont été définies à partir de considérations géométriques. On se 
basera aussi sur ces définitions. 

On aurait pu donner une définition purement analytique des 
fonctions trigonométriques, mais on ne le fera pas. 

Signalons que la fonction y = sin z est continue (voir $ 3, exem- 
ple 3), strictement croissante sur [—x/2, x/2] qu’elle transforme 
en [—1, 1]. Elle admet donc une fonction réciproque continue 


z = Arcsiny, yEl—1, 4]. 


Cependant, sur l'axe des x tout entier J—o, œf la réciproque de la 
fonction y = sin z est la correspondance infinivalente arcsin y dont 
les valeurs se calculent par la formule 

z = arcsin y — (—1)"Arcsin y + kn (k = 0, +1, +2,...), (21) 


c'est-à-dire qu’à chaque y € [—1, 1] est associé d'ensemble e, des 
valeurs de z définies par la formule (21). 
De façon identique, les réciproques des fonctions 


y = cosz, +xE (0, xl, 
— tgz, zElÏl—:x/2, x/2[, 
sont les fonctions à 
x = Arccos y, y E [—1, 1], 
x = Arctg y, y E ]—o, œl. 

Si l’on considère les fonctions y = cos x et y = tg x sur l’axe desz 
tout entier, leurs réciproques respectives seront les correspondances 
x = arccos y = + Arccos y + 2kn, 

z = arctg y = Arctg y + kn 
(k = 0, +1, +2, ...). 
7—0622 
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f) Fonctions hyperboliques. Les fonctions 


chz 
sh z 


sh z 
ch z 


ex — e"< 
2 


et +e x 
2 


sh x — 


, Chz— ; “thz= , cothz— 
sont dites respectivement sinus hyperbolique, cosinus hyperbolique, 
tangente hyperbolique et cotangente hyperbolique. Leurs graphes sont 


représentés sur les figures 32 et 33. Les fonctions sh x, chzretthz 


Fig. 32 


sont définies sur ]—c, œf, la fonction coth x est définie sur le même 
intervalle privé du point (. 

Il est immédiat de vérifier que ces fonctions sont justiciables de 
formules similaires (mais pas toujours identiques) à celles de la 
trigonométrie. Par exemple 


sh (x + y) = shzchy + shychz, 
ch(z+y)=chzchy + shz sh y. 
En faisant y — — x dans la dernière relation, on obtient 
ch° x — sh° x — 1. 


Les fonctions hyperboliques envisagées sont toutes continues dans 
leur domaine de définition. Les fonctions réciproques de sh x et 
th x s'appellent argument sinus hyperbolique et argument tangente 
hyperbolique et se notent Arg sh y et Arg th y. Pour x > 0, la réci- 
proque de ch z est aussi une fonction. 
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$ 9. Limites, remarquables 


THÉOREME À. 
lim SE —4 
x—0 
D£EMONSTRATION. Etant continue, la fonction y = sin z tend vers 0 
avec z. Donc on obtient un cas d’indétermination de la forme ( 5) : 


Levons cette indétermination. Par définition des fonctions trigo- 
nométriques et par des considérations 
géométriques on a (fig. 34) 


O<sinz<r<tgzx 
pour 0 < z << x/2 (MN = sin x, AM L 


LOM, AM = tg zx, OM = 1). En divisant 
par sin z > 0, on obtient 
sin z 


a ou 1>——> cos. 


sin z cos z 


() Fig. 34 


Les inégalités (1) sont valables pour x € ]—x/2, O[, puisque les 
fonctions cos x et == sont paires. Par ailleurs, la fonction cos z 
étant continue, on a 


lim cos zx = cos 0 = 1, 
x—0 


donc, en passant à la limite dans (1) et compte tenu du théorème 4 
du $ 2, il vient que 


lim 2221 
x—0 æ 
2sin° ss sin - 
EXEMPLE À. ent hd — Jim —_— = LS lim 2 — 
x—0 Z° x—0 T 2 x—0 ee 
2 
sin — 
| : | 1 
ral jp 7: 
2 
TH£EOREME 2. 
5 4 \x 
lim (1+—)"—e. (2) 
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D£EMONSTRATION. Par définition de la limite d’une fonction, on 
doit prouver que 


(142) e, Vz, — 00. (3) 


Si z, est un entier naturel, ceci a déjà été prouvé (voir $ 6, 
chap. 2). Assurons-nous maintenant que la relation (2) est vraie 
lorsque z,— + oo et z,—> — oc par valeurs non nécessairement 
entières (voir remarque à la fin du $ 2). 

Soit x, une variable tendant vers + et posons [x,] — k,. On 
a alors 4, Lr <k, +1<L2z,+1<k, +2 et 


(14) < (+ LT < (14 


Lorsque z,—> + oc, la partie entière [z,] = k,—> + oo, donc le 
premier et le dernier membre tendent vers e. Par suite 


9 
” 
e 


<e(1+7) 


(+) | 
Tn 
et comme 1 ++ — 1, on a prouvé (3) pour z, — + oo. 
n 
Si maintenant z,—> — oo, alors x, = — zx, — + © et. 
x x! , x! 
lim (1+2) "= lim (1——+) "= lim (5) "— 
X y — 00 Tn 29, —++00 Zn x +00 In —1 
: 1 \%n-! 1 
= lin [(1+20) (t+—)]=e 


ce qui prouve (2). 
EXEMPLE 2. 
lim(i+u)t/"= e. 
t…0 


Ce résultat se déduit à partir de (2) par la substitution Â1/x = u. 


EXEMPLE 3. 
lim (1+%)"—ee, lim ({+au)Uu—ez, Va. 
x—00 z u—0 
Pour &« = 0, on a lim 1* = 1 = e°, car par définition 14° — 1. 


Æ<—0o0 


Supposons maintenant que «#0. Si z—æoo, alors + + 00 et 


G+E) (ET ere 


puisque la fonction puissance u® est continue au point u = e (cf. 


$ 8, e)). 
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ë 
EXEMPLE 4. ; L 
.__ In(+z) _ .  loga(1+2z) _ 2 
nl 


La fonction Înu étant continue sur l'intervalle ]0, œ{, on a 
(voir exemple 2) 


lim UT) Jim 1n +2) In lim (+) #=Ine=1. 
nd x—0 x—0 


x—0 
EXEMPLE 5. 


PL ina (a>0), lim 11. 
x=0 7 


x—0 

Posons en effet a* — 1 = u. La fonction puissance étant conti- 

nue, u—> O0 avec x. D'autre part, x In a = Ïn (1 + u), donc (voir 
exemple 4) 


; ax — À 
him = =linpg.;lne=lna.l im ar Bryce) = ]n a. 


$ 10. Ordre d’une variable. Equivalence 


Considérons deux fonctions @ (x) et 4 (x) définies dans un voisi- 
nage V (a) d'un point a, sauf éventuellement en a, qui peut être fini 
ou infini. On admettra de plus que Ÿ (x) — 0 sur V (a). Si 


lim 2 —, (1) 


on note ce fait par: 


pr) =o(b(x), ra, (1°) 
et on dit que (x) est égal à petit o de w (x) pour zx — a. On dit 
encore que o (x) est négligeable devant (x) ou que (zx) est prépondé- 
rante sur ® (x). 
Par exemple: 


x = 0 (x), z— 0; 
x = 0 (x"'), z—— 0 poum<n; 
2 =: 0 (2), T— © pou” m>n; 


(c— a} =o((z — a)*), z— a; 
1—cosxz =0o(x), z—0, car lim 182? 0, 
x—0 
L'expression o (1), zx — a, représente un infiniment petit pour 
z — a, c'est-à-dire une fonction œ (x) qui tend vers 0 pour zx —+ a. 


Par exemple, œ (x) — ms=0(4), z— + oo. 


D 
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La relation (1) exprime visiblement le fait que la fonction q (x) 
peut s’écrire sous la forme: (x) = 8 (x) (x), où € (x) + 0 
pour z —+ a. 

Si les fonctions æ et 1 de (1) (ou de (1”)) sont des infiniment petits 
pour z—+ a, on dit, suivant une terminologie plus ancienne, que 
o (x) pour x —+ a est un infiniment petit d'ordre supérieur à % (x). 

Si æ et sont desinfiniment grands pour x + a, on dit alors que 
p (x) est un infiniment grand d'ordre inférieur à 1 (x) ou encore que 
4 (x) est un infiniment grand d'ordre supérieur à @ (x). 

On écrira encore 


P&)&V(G) z—+ a, (2) 


et on dira que les fonctions œ (x) et (x) sont équivalentes (asymptoli- 
quement égales) pour z + a si 


._.. P(z) 9! 
LE Te nt () 

Par exemple 
sin z&z, z—0, (3) 


ou encore (voir exemples 1, 4, 5 du $ 9) 


À — cos x = zx°/2, z— 0, (4) 
nÂ+z)= zx, z— 0, (5) 
“—12Z x, z— 0, (6) 
“œ—1=zcina zx—0. (1) 


Signalons que 
lim f(x) = AÆO0 
équivaut à 
ce que nous avons convenu de noter aussi : 
f(x) = À, za (A & 0). (8) 


La terminologie introduite nous permettra d'alléger les cal- 
culs et l'écriture des formules. I] importe pour cela d’assimiler quel- 
ques propriétés simples des fonctions équivalentes, propriétés qui 
sont exprimées dans les théorèmes qui suivent. 


THÉOREME 14. Si 
pr) Æ pt), z— a, (9) 
alors 
V(z) = px}, zx —+ a. (10) 
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D£EMONSTRATION. Si % (x) = O.sur V (a) et la relation (9) a lieu, 
alors il est évident que œ (x) 0 éventuellement dans un voisinage 
moindre. Mais alors 


TusorësME 2. Pour que la relation (9) ait lieu, il est nécessaire et 
suffisant que 


pa)=p(@)+o(p(x), z— a. (11) 


L'égalité (11) doit être lue de la manière suivante : le terme ajou- 


té à 4 (x) pour obtenir q (x) est tel que son quotient par % (x) tend 
vers Ô pour z —+ a. 


DEMONSTRATION. Supposons que la relation (9) est vérifiée. Alors 


= se (x), où ex) +0 pour zx + a. 


Donc, 
pa) =v()+e()v()=v() +o(p(@)), z—+ a, 


ce qui prouve (11). 
Réciproquement, si (41) est réalisée, alors 


p (x) = Ÿ (2) + 0 (b (x) = Ÿ (à) + e (x) Ÿ (x), 


où & (x) + 0 pour zx + a. Donc, 


@(z) _ ns 
vu —1+e(z) Du di 


et l’on obtient (9). 
THEOREME 3. Si 


Ÿ (x) & (x), z—+ a, 


alors 
lim [p(z) p(z)] = lim Lo (x) i(z)}, (12) 
lim 2% — Jim2® (13) 


x.a (x) xa 191 (2) © 


Ces égalités doivent être comprises au sens que l'existence de l'une 
des limites entraine celle de l’autre et ces limites sont égales. 


D'où il s'ensuit que si l’une de ces limites n'existe pas, il en est 
de même de l’autre. 


1404 FONCTION. LIMITE D'UNE FONCTION [CH. 3 


D£eMONSTRATION. Prouvons la première relation. Supposons que la 
limite à droite existe dans (12). Alors 


lim {p(2)(2)1= lim | pe) (9) EE |= 


= Lim (9 (2) (2) lim = lim [@ (x) di (z)11 = 


= lim [p (x) 1 (2)]- 


EXEMPLE 1, tgz=zx, zx — 0, car 


lim tez — lim | sinz ,_1 )=1 
EXEMPLE 2. 
ù tgs z zs : x? 0 
anis ses el 1 0 


DeriNiTION. Etant donné une fonction @ (x), si l'on peut choisir 
des nombres À et m, où À = O, tels que 


pr) = A(z— a)", zx—a, 
on dit que la fonction À (x — a)" est le terme principal de la fonction 
o (x) au voisinage de a. 


Les seconds membres des relations (3) à (7) sont de toute évidence 
des termes principaux pour z —+ 0 

On dira qu'une fonction f est du même ordre qu'une fonction 
sur un ensemble £, ou encore que f est dominée par , si 


If@I<CIp@)E VreE, 
C étant une constante strictement positive ne dépendant pas de x, 


et l’on notera 
f (x) = 0 (œ (x)). (14) 


Le symbole O (y (x)) se lit naturellement : grand O de ®. 
En particulier, la relation 


f(x) = 0 ()sur £E 


signifie que f est bornée sur E. 
Exemples : 
1) sin x = O (1), sin x = 0 (x), sur ]J—o, œl; 
2) x = O (x°) sur [1, œl; 
3) x? = O (zx) sur [0, 11. 


CHAPITRE 4 


CALCUL DIFFÉRENTIEL POUR FONCTIONS 
D’UNE VARIABLE 


$ 1. Dérivée 


La notion de dérivée est primordiale en analyse mathématique. 

On appelle dérivée d’une fonction f en un point x la limite du rap- 
port de son accroissement Ây en ce point à l'accroissement correspon- 
dant Âzx lorsque ce dernier tend vers 0. 

La dérivée se note: 


, . _ AY . … f(x Az) —f(z) 
f'()= lin = lim LEE (4) 
On se sert aussi des notations: ÿ’, ci ; S. . La commodité 


de ces notations apparaîtra plus loin. 
Pour zx fixe, la quantité _. est une fonction de Ax: 


p(Az)= RE (Az#0). 


Une condition nécessaire d'existence de la dérivée de f en un 
point x est que la fonction f soit définie dans un voisinage de x, 
y compris en zx. Alors la fonction 1 (Az) est définie pour les Az assez 
petits non nuls, c’est-à-dire pour les Az vérifiant les inégalités 
0 < | Az | << 6, où ô est assez petit. 

La limite (1) n'existe pas pour toute fonction f définie au voisi- 
nage d’un point x. En général, quand on dit qu’une fonction f admet 
en un point zx une dérivée f(x), on sous-entend que cette dérivée est 
finie, c'est-à-dire que la limite (1) est finie. Cependant, il est fort 
possible que la limite (1) soit égale à co. Dans ces cas on dit que 
la fonction f admet une dérivée infinie en x. 

Si dans la formule (1) on admet que Az tend vers 0 par valeurs 
positives, alors la limite correspondante (si elle existe) s'appelle 
dérivée à droite de f en x et se note fa(x). 

De façon analogue, lorsque Az tend vers 0 par valeurs négatives, 
la limite (1) s'appelle dérivée à gauche de la fonction f en x et se no- 
te fe (x). | 
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Pour calculer fà (x) (resp. f£ (x)) il est nécessaire que la fonction 
f soit donnée en x et dans un voisinage à droite (resp. à gauche) 
de zx. 

Un cas typique est celui où f est définie sur un intervalle {[a, bl] 
et admet une dérivée en tous les points intérieurs de [a, b], c’est-à- 
dire en tous les points de ] a, bl, une dérivée à droite en a et une 
dérivée à gauche en b. Dans ce cas, on dit que la fonction f admet une 
dérivée sur l'intervalle [a, b] sans spécifier qu’en a c'est une dérivée 
à droite et en b, une dérivée à gauche. 

Il est aisé de voir que si une fonction / 
admet une dérivée à droite et une dérivée 


à gauche en x égales, alors elle- admet 
une dérivée en zx: 


fa (2) = fe (x) = f(x). 


Si une fonction f admet une dérivée à 
droite et une dérivée à gauche en zx tel- 
les que f4 (x) fx (x), alors elle n’admet 
pas de dérivée en x. 

Exempce. Soit la fonction y = |zx | (fig. 35). On a 


Fig. 35 


Ay ___ÎIr+Az|—]z] 
Az Az : 


Si x > 0, alors x + Az > 0 pour Az assez petits et 
PU res nr 
A Az 7 Az ” 

Si zx << 0, alors x + Az << 0 pour Az assez petits et 


ER à 


Az Az: Az — 1. 


Donc 
1 pour xz>0, 


Fe ion 
Izl = lim =| —1 pour z<0. 


Supposons maintenant que z—0. Alors 


14 pour Ar >0, 
Ay __ |Az| CR ” 
As — de Hip sen Az —1 pour Ar <0. 
Donc 
mt, Jim 
eue ro nu Be! 


à4x>0 àx<0 
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Ainsi, la fonction | x | admet en.x — 0 une dérivée à droite égale 
à 1 et une dérivée à gauche égale à —1, donc elle n'admet pas de 
dérivée en x = (. 

Nous savons (voir chap. 3, $ 3, exemple 8) que la fonction |x| 
est continue pour toutes les valeurs de x, y compris pour x = (. 
Donc, elle peut servir d'exemple de fonction partout continue n’admet- 
tant pas de dérivée en un point. Ilexiste d’autres exemples de fonc- 
tions continues sur l'axe des réels tout entier et non dérivables sur 
cet axe. C'est le cas notamment de la fonction de Weierstrass 


u(z)= D 2-"sin 2x1. 
n=0 


Passons sur les détails de cette question. 

D'autre part, toute fonction admettant une dérivée (finie!) en un 
point x est continue en ce point. 

En effet, supposons que la limite (1) existe en un point x et est 
finie. Ce fait se note: 


RE = f(x) +e (A), (2) 


où € (Ar) — O pour Axz—+ 0, c'est-à-dire que € (Az) est un 
infiniment petit pour Ar —+ 0. De (2) il s'ensuit que: 


Ay = f' (x) Az + Ax-e (Ar). 
En passant à la limite lorsque Az —+ 0, on obtient 


lim Ay=0, 
ax=0 
ce qui montre que j est continue en x. 
Voici quelques applications importantes de la dérivée. 
Vitesse instantanée. Supposons que la fonction 
s = f (t) décrit le mouvement d'un point sur une droite assimilée 
à l’axe des s; s représente donc l’abscisse du point mobile à l’ins- 
tant &. Le chemin parcouru entre t et t + Atest 


As = f (t+ At) — f (t). 
La vitesse moyenne est alors 


As 
CORTTÉ 


e. 
% 


La vitesse instantanée à l’instant t se définit naturellement comme 
la limite 


= dim 
at-0 À 


=f" (+). 
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Intensité du courant. Soit Q@—=#f({t) la quantité 
de courant traversant un fil pendant une durée de temps t. Alors 


_AQ __ f(t+ At) —f(t) 
At At 


est l'intensité moyenne du courant pendant l'intervalle [t, t + At]. 
Quant à la limite 
: AQ , 
lim —=—=0'=1, 
at-o À e 
elle représente l'intensité du courant à l'instant t. 

Densité de répartition d'une masse. Sup- 
posons qu'une masse est répartie de façon non uniforme sur un 
intervalle [a, b] de l’axe Oz (fig. 36) 
et de telle sorte que la quantité de 
masse affectée à [a, x] soit égale à 


M=F(x) (a&<z:< b). 


Cette quantité est proportionnelle à 
l’aire de la figure aABz. Donc, M est 
une fonction de zx (M = F (x)). La 
quantité de masse affectée à l’inter- 
valle [x, x + Azxlest visiblement égale à 


Fig. 36 AF = F(z+Azx) — F (x). 
La densité moyenne sur cet intervalle est égale à 5, la limite 
, AF 
| m ——— TL) = 
Ha. ()=u 


est la densité réelle de répartition de la masse en x. 


$ 2. Signification géométrique de la dérivée 


Soit donnée une fonction y = f (x) continue sur un intervalle 
Ja, bf. Son graphe s'appelle courbe continue. Désignons-le par F. 
Repérons un point À = (x, f (x)) de FL (fig. 37 et 38) et définissons 
la tangente à l'en 4. Considérons à cet effet un autre point B — 
= (x + Az, f (x + Az)) de F, où Az 0 (la figure 37 correspond au 
cas où Az >> O0, la figure 38, au cas où Az << 0). Appelons sécante 
et désignons-la par S la droite passant par À et B et orientée dans le 
sens des x croissants. Soit B l’angle de S avec Ox. On admet que 
— 1/2 << BP << x/2. Sur la figure 37, on a Az = AC, Ay = CB, sur 
la figure 38, Az = — AC, Ay = — CB. Dans les deux cas Ay/Azx = 
= tg p. 
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Si Az —+ 0, alors Ay — 0 et le point B tend vers À le long de F. 
Ceci étant, si l’angle B tend vers une valeur « distincte de x/2 et de 
—x/2, alors existe la limite 


y 
br = . tg B — = tg [e Æ (1) 
dans laquelle on reconnaît la dérivée de f en x: 

f G)=tge. (2) 


Inversement, si existe la dérivée (finie) f’ (x), alors B —+ & — 
= arctg f° (x). 

Lorsque B tend vers &, la sécante S tend vers la droite orientée T 
qui passe par À et fait un angle & avec l’axe Or. 


Fig. 37 Fig. 38 


La droite orientée T s'appelle tangente à la courbe l' au point À. 


DeriniTiox . On appelle tangente à une courbe TV (y = f (x)) en un 
point À = (zx, f (x)) la droite orientée T vers laguelle tend la sécante S 
(orientée dans le sens des x croissants) qui passe par À et par un point 
B = (x + Az, f(x + Ax))ET, lorsque Ax— 0 


On vient de prouver que si une fonction continue y = f (x) admet 
une dérivée finie f” (x) en un point x, alors sa courbe représentative pré- 
sente en x une tangente de coefficient angulaire tg a =f" (x) (—1x/2 < 
< a << x/2). 

Réciproquement, l'existence de la limite 


limf—=a, «€ ] — x/2, n/2l 


entraîne celle de la dérivée finie f’ (x) et les égalités (1) et (2). 
I1 n’est pas exclu que f admette en x une dérivée à droite et une 
dérivée à gauche distinctes: 


le à) fé (x). 
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On dit alors que le point À est anguleux. Dans ce cas la courbe T ne 
présente pas de tangente en À. Par contre, elle admet une demi- 


Fig. 39 Fig. 40 Fig. 41 


tangente à droite et une autre à gauche avec des coefficients angulai- 
res différents (fig. 39): 


. A ’ : At , 
tg a, — Jim = fe (zx), tgæ— lim <= à (x). 
Ax<0 4x>0 


Supposons maintenant que la dérivée de j est infinie en un 
point zx: 


lim RE 00. 
Ax—0 di 


f(a= 


Distinguons quatre cas importants: 


’ Q A e 
1) f'(x)— lim = +o, B—+ + (fig. 40). 
2) j'(a)= lim = —oo, p—+——+ (fig. 41). 
Ax—0 si 
? — Q Ay ns Le 
3) 1e) "0m Âz — — C0; B 7. De 


âAx<0 
, . Ay I 
fa (x) = ni Te + oo, $ Te 
Ax>0 


SL] 


La demi-tangente à gauche est perpendiculaire à l'axe Oz et 
dirigée vers le bas. La demi-tangente à droite est perpendiculaire 
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à l'axe Oz et dirigée vers le haut (fig. 42). 


, qi AY cL 
4) RQ nee; B—+> —-, 


Ax<0 
, — . Ay  … _ T 
RG me oO, B—+ D. 
4x>0 


Les demi-tangentes à gauche et à droite sont parallèles à l’axe 
Oy. la première est dirigée vers le haut, la seconde vers le bas 
(fig. 43). 


Fig. 42 Fig. 43 


REMARQUE. D'’ordinaire on définit la tangente à une courbe de la 
manière suivante: on appelle tangente T à une courbe l'en un 
point À la droite vers laquelle tend une sécante S passant par À et par 
un point B € T, lorsque ce dernier tend vers À le long de F. 

Cette définition n'implique pas que S et 7 soient des droites 
orientées. Elle est correcte si la tangente n’est pas parallèle à l’axe 
Oy. Si on applique cette définition au cas 4) par exemple (fig. 43, 
où À est un point anguleux), on obtient que la courbe considérée 
admet une tangente unique en À. 

La définition citée nous donne au point À deux demi-tangentes 
de sens contraires. 

Du cours de géométrie analytique on sait que l'équation d'une 
droite (dans le plan) passant par un point (x,, y.) et faisant un angle 
a (—1x/2 < a << 1/2) avec l’axe Or est y — yo = Mm(r — ro). M — 
— tg & (voir chap. 10, $ 8). Donc, l’équation de la tangente à la 
courbe y = f (x) en (xzo, Yo) S’écrit 


Y — Yo = Yo (E — Lo): (3) 
OÙ Yn = f (Zo); Y = f" (to). 
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On appelle normale à une courbe T en un point À la droite perpen- 
diculaire en À à la tangente à l'en À. Son équation est visiblement 
de la forme 


1 
Y—Yo= — 7 (t— 2). (4) 
ExEemMPLe 1 !). Trouver l'équation de la tangente à la courbe 
2 2 : 
+ =i (&E[-a, 0) (5) 


en un point (zo Yo)- 

La courbe (5) est une ellipse. Les variables x et y figurant par 
leurs carrés dans (5), l'ellipse est symétrique par rapport aux axes de 
coordonnées. Pour former l'équation de la tangente, on admettra 
que —a< 2z< a, 0 y< b. De (5) il vient 


D = 
y=—Va—z. (2) 
D'où 
y — — bz 
a Vai— 2: 


Calculons la fonction y et la dérivée y’ en x, : 


Yo = Y (Zo) — Va, y =, 
YoY" (Zo) = + 20 (6) 
L'équation de la tangente à l’ellipse en (x,, yo) est: 
Ÿ — Yo = Y° (Zo) (X — To) (5) 
En multipliant (7) par y,/b°, on obtient en vertu de (6) 
jen eo(le-4e), M4 


Comme A+ HE —1, l'équation de la tangente s'écrit : 
À. + Te — {. (8) 


Donc, pour former l'équation de la tangente à l’ellipse en un point 
(zo: Yo) il suffit de substituer dans (5) Xzx, à r° et Y'y, à y. 

On raisonne de même pour les valeurs négatives de y (—b< y < 
< 0) et l’on établit finalement que (8) est l'équation de la tangente 


1) Les exemples 1, 2 et 3 peuvent être traités au $ 8 après l'assimilation 
des techniques de dérivation. 
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en tout point (xs, ÿo) de l’ellipse. De (8) on voit que la tangente à l'el- 
lipse en (zo, yo) coupe l’axe Oz au point d’abscisse a*/x,, point situé 
à droite de l’ellipse pour x, > 0 et à gauche pour x, < 0 (fig. 44). 


Fig. 44 Fig. 45 


ExEMPLE 2. Trouver l'équation de la tangente à la courbe 


-h=1 (1z1>0) (9) 
en un point (zo, ÿo)- 
La courbe (9) est une hyperbole. Elle est aussi symétrique par 
rapport aux axes de coordonnées. 
En raisonnant comme dans l’exemple 1 on obtient pour la tangen- 
te à l’hyperbole l'équation 
X%Z Yy 


0 
a? b? 


—=1 ([z1z>a). 
Cette tangente coupe l’axe Oz au point d’abscisse a°/x, (0 < 


<— < a) , point qui appartient à l'intervalle ]0, al pour z,> a 
et à l'intervalle [—a, OI pour z,< — a (fig. 45). 
ExEMPLE 3. Trouver l'équation de la tangente à la courbe 


y = 2pz (220, p>0) (10) 
en un point (To, Yo): 
Cette courbe est une parabole symétrique par rapport à l’axe Oz. 


Il suffit donc d'étudier la moitié supérieure (y > 0). De (10) on 
déduit que 


y=V 2pz. (10") 
D'où 
rs _  P = , _ P = 2 
Te y V2 Yo= V 2PTos Y° (to) 27e Yo * 
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L'équation de la tangente à la parabole en (x,, yo) est: 
Y — yo = Y” (xo) (X — 2%) 
ou 
Y—ye= 5 (X — 20) YYo — Y5 = PA — PT 


Comme y = 2pzo, il vient 
YYo = P (X + Zo). (41) 


Donc, pour former l'équation de la tangente à la parabole en un 
point (Zo; Yo), il faut substituer Yy, à y* et X + x, à 2x dans l’équa- 
tion (10). 

La tangente (11) à la parabole (10°) en (x, y,) coupe l'axe Oz 
au point d'abscisse (—zx0) (fig. 46) indépendamment de p, autrement 


Fig. 46 


dit les tangentes aux paraboles y® = 2pzx en (z,, V 2pxe) coupent, 
toutes, l’axe Ox au point (—zx,). 


$ 3. Dérivées des fonctions élémentaires 


La constante C. À toute valeur de x est associée la valeur y = C. 
Donc, à la valeur x + Azx correspond la valeur y + Ay = C. Par 
suite : + 

... C—C 0 ; 
C'= lim ———= lim —= lim 0=0. 1 
Ax=0 ÀT -ax-0 ÀT Ax-0 O 
La fonction puissance x" (n = 1, 2,...). 


— - 


7 7 @yY=nrs @) 
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car 

n_ y] — 

re [(z + Az)" — z°] = 


1 = 
= É nan 1Az + RE. 


an—2Az+t...+ Az | = 


= nai + LED gn24z+ ... + Az i > ani. 
On a les formules 
(u—+vu)=u'+v’, (3) 
(uv)’ =uv’ +u'v, (4) 
(+) = 640). () 


On admet que les fonctions u = u (x), v = v (x) sont dérivables 
en tout point x. Dans (5) on admet de plus que v (x) 0. On affir- 
me que les premiers membres des égalités (3), (4) et (5) sont dériva- 
bles en tout point x et que ces égalités sont réalisées. 

En effet, à la valeur x + Az de l'argument sont associées les 
valeurs u + Au et v + Av des fonctions u et v et 


Au + v)={(u + Au) + (v+ Av)]—(u + v) = Au + Av, 


(u+v) = lim CRU lim 46 + lim Ru + v’. 
Ax—0 Ax—0 
D'autre part, 


À (uv) = (u + Au) (v + Av) — uv =u Av + y Au + Au Av, 


(uw) = lim A (uv) js u Au+vâAutAuAv _ 
Ax=0 ÀT Ax0 AT 
Av 
=u lim FES vin ——+ lim Aulim —— 
Ax-0 A Fe + Jim d Ax+0 ÀZ 


= uv" +uu’ + Ov’ =uv’ + vu’. 


Il faut tenir compte du fait que la fonction w est continue, car déri- 
vable, et par suite Au—+> 0 pour Az—+ 0. 
Enfin 


(+) — ii ( u + Au —+) = on v Au — u Av 


Ax-0 | v+ Av Ùv / AZ  àa2-0 G+ANvAs 
CE 
_. Az Ar _u’v—uv” 
Tauco WA UE + 


Ici aussi Ar—+ 0 avec Az, c car la fonction vest continue, puisqu’el- 
le est dérivable. 


g* 
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Considérons la fonction sin x. On a 


(sin x) = cos x, (6) 
car 
._. AT Az 
: : 2SiD—— cos | z+ — 
; ; : sin (+ Ar)—sin z : 2 2 ] 
sin 2) = lin —— — ln ——— 
, Ax—0 Sd Ax—0 Az 
ai + Az 
— Jim ——— Jim cos (z ++ )=1-c087= 008 z 
Ax-0 Es Ax—0 2 
(la fonction cos z étant continue). 
On démontre de façon analogue que 
(cos x)’ = —sin x, (7) 
(tg x)’ — SCC T= (8) 
(cotg x)’ — — cosec? x — _—_— . (9) 
Par exemple, 
» _f Sinz ) = cosz(sinr) —sinz(cusz)" 
(tg 2) = | Cosz / cos? 
__ cosiz+sin?e 1 à 
un cos? z TT dir 


_Ay _ loga(z+Az)— log z 
EL Az 


Az Az z Az L 
z 
Comme 
lim loga (+u) — log, €, 
u—0 ” 
il vient 


(10) 
En particulier, | 


(na) =+. (10’) 
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$ 4. Dérivée d’une fonction composée 


TasoresMe. Si une fonction x = œ (t) est dérivable en un point t et 
une fonction y = f(x) en un point x, alors il en est de même de la fonc- 
tion composée (par rapport à t) 


y=F(t)=fle(t)]l (1) 
et de plus 
F'(t) = f(x) p'(t) (2) 
ou 
Yt = Yxtt- (3) 


D£EMONSTRATION. À un accroissement At-£ 0 de t correspond l’ac- 
croissement Az = @q (t + At) — œ (t) de x. Si Az & 0, alors 
Ay _ Ay Ar 
"At Az At° (4) 


Az tend vers 0 avec Af, car la fonction z = œ (t) est continue en t 
(puisqu'elle est dérivable). Donc 
Ay Az » 

ile fn fie ou © 

et la formule (3) est démontrée sous réserve que Az = 0. Plus exacte- 

ment sous réserve qu'existe un ô >> 0 tel que | Az | > 0 pour tous 
les At tels que 0 << | At | < 6. 

Si cette condition n'est pas remplie, on démontre la formule (3) de 

la manière suivante. Si la condition indiquée n'est pas réalisée, il 

existe une suite {Af,} convergeant vers 0, telle que Az, = 0 pour 
tous les À = 14, 2, .. ., et alors 

D D 0 

en Atk ee Atr ” (6) 


Ceci montre que z; = 0, car la limite de A ne dépend pas du mode 
de tendance de Af, vers 0. (En effet; on a admis l'existence de x:.) 
Considérons deux sortes de suites {Af,} convergeant vers 0. La pre- 
mière sorte est composée de suites telles que Az: — 0 pour tous les 
k = 4, 2,... Pour ces suites on a par analogie avec (5): 
SUR —_ }; AY y: Ar 

61,0 AR  Ax,-0 ÀER at,-0 DR 
Les +. {at de la deuxième sorte sont telles que Az, = 0 
(= T; .). Alors 
Ayr = hs & Fi At,;)—F A =f(z+ a (x) = f (2) —f (x) = 


= yxtt := 0. (5) 


et 


at,=0 AR  at,-0 ÂtR 


(8) 
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Si maintenant est donnée une suite {At,} convergeant vers 0, 
on en extrait les Af, pour lesquels Az, =£ 0. Si ces At; sont en nombre 
infini, ils forment une suite de la première sorte pour laquelle (7) 
a été démontrée. Les Af; restants peuvent former une suite, mais ce 
sera une suite de la deuxième sorte pour laquelle (8) a été démontrée. 
Donc, pour toute suite {Af,} telle que At; —+ 0,ona 


. re =0=y;.x4, 
ce qui prouve le théorème. 

La formule (1) peut prendre une forme plus compliquée. Si par 
exemple z = f (y), y = px), z=vY (£) sont dérivables ‘aux points 
correspondants, alors z — : UT. 

EXEMPLE 4. y = Insin x (x  kn). 

Posons y = In u, u = v*, v = sin x. Il vient 


2sinzcosz 


siniz = 2 cotg Le 


Lo 
Yx = YaUUx = 2v cosz= 
EXEMPLE 2. y = sin (x? + 2r — Â). 
Posons u — z°+2r — 4. Alors 


Yz = yiout = cos u-(2r + 2) = 2 (x + 1\cos (x? + 2r — 1). 


Dans les calculs, les variables auxiliaires u, v, . .. ne sont pas 
généralement introduites mais seulement sous-entendues. 

Dans le cas de l’exemple 1, les calculs sont conduits de la maniè- 
re suivante: 


’ 


_ 1 0 om — 1 e : r 2 ” 
Yx = Tr (sin? x)’ — EC 2 sin z (sin x) — ns C0S2Z— 2cotgz. 


Ou de façon plus concise 


1 : 
Yx = 2 sinxzcoszx = 2 cotg z. 


$ 5. Dérivée de la réciproque d’une fonction 


TH£OREME . Soit y — f (x) une fonction strictement croissante, conti- 
nue sur un intervalle ja, bl et admettant une dérivée f’(x) non nulle en 
un point x € Ja, bl. Alors la fonction zx = f-! (y) = g (y) réciproque 
de f admet aussi une dérivée au point correspondant, définie par 


ED=rS (1) 
ou 
=. (4°) 
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DEMONSTRATION. On sait que la fonction réciproque z = g (y) est 

strictement croissante et continue sur l'intervalle ]A, BI, où 
A= inf Je B= sup f(2) 
xE]a, b xE]le, b[ 

(voir théorème 41”, $ 6, es 3). 

Donnons à y un accroissement Ay =£ 0. À Ay correspond un accrois- 
sement Az de la fonction réciproque, un accroissement non nul puis- 
que f est strictement croissante. Donc 


= 
Ay A” 
Az 


Si maintenant Ay— 0, alors Az—+ 0, puisque g (y) est conti- 
nue; mais æ — f (2) 0 pour Az—+ 0, donc existe la limite 
Az 1 1 


Ceci prouve (1). 

REMARQUE. Si f" (x) # 0 est continue sur la, bl, il en est de même 
de g’ (y) sur ]4, BI. 

Ceci résulte de (1), où l’on peut poser z = g (y): 


PT EE 
£ Dear? yE]A, BI. 
En effet, la fonction f’ [g!{(y)] est continue, car elle est la composée de 
fonctions continues f” et g. 
$ 6. Dérivées des fonctions élémentaires (suite) 


1. y = a*. Sa réciproque est la fonction z = log, y. Donc 
1 1 


Ys=r=—5——=yln a—a"lna, ji.e. (a*) —a*lna. 
ylna 
En particulier 
() =, (ee) = —-e*. 


2. y = Arcsinxz ([z|<1, —x/2 < y < 1/2). x = sin y étant 
la fonction réciproque, on a 


c'est-à-dire que 


(Arc sin x) — 


re 
V'1—71 " 
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La racine carrée est prise avec le signe +, car cos y > 0 sur 
]J—x/2, n/2I. 

3. 
= 
Vi 

&. y = Arctg z. Sa réciproque est x = tgy (—o << r << 0, 
—7/2 << y << x/2). Donc 


(Arc cos x)’ — (5 —Arc sin z) = — 


nt 2 1 ___ À 
(Arctgz) = OS VE Es, The 
ie. 
SSL 
(Arc tg x)’ =- TE: 
5. On démontre de façon analogue que 
: 1 
(Arc cotg x)’ — Tuer: 
6. Dérivée de la fonction puissance x (x > 0, « réel). On a 
12 — ea in Le. 


Les fonctions e“ et «ln x étant dérivables, le théorème de la dérivée 
d’une fonction composée nous donne 
(x<)' = (ez.in *) — ea In et —— gi 1. 
Z z 
Donc 
(2@)" = aa -1, 


Ce résultat est en accord avec la formule (2) du $ 3 de la dérivée 
de la fonction x’ (x € ]—o, col), où n est un entier naturel. 

7. La fonction y = u (x) ®) (u > 0). Si u (x) et v (x) sont déri- 
vables, il en est de même de la fonction 


u° = hu (1) 
et 
L\/ v cv ’ 
(u‘) =erMu(uinu) =u (Zu + v nu). (2) 
L'expression 
= f" (x) 
[ln f (a) = TE @) 
s'appelle dérivée logarithmique de la fonction f. 
Comme 


In u° = vilnu, 


on a en vertu de (3) 
(u?)' , ’ vu’ 
—,—(vlau) =v Inu+——. 


d'où (2). 
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8. Les fonctions hyperboliques. 


(sh 2) = (SE ) = = ch 7, 
ha) = (E) = = sh 7, 
Cha) = (RE) = SR = 
Gotha) =(55) == #0) 
9. y = Arg sh x. Sa réciproque étant zx = shy, on a 
(Argsh x)’ = VER arr 


(voir plus bas l'exemple 2 du $ 12). 


$ 7. Différentielle d’une fonction 


Supposons qu'une fonction f admet une dérivée (finie) en un 
point zx: 


lim TE f(x). 


Bx-—0 
Alors pour Azx assez petit, on peut mettre _ sous la forme d’une 


somme de f’(x) et d’une fonction, que l’on désignera par € (Az); qui 
tend vers Ô avec Az: 


= (x)+e(Az) (e(Az) 0, Ax—0). 


L'accroissement de f en x s'écrit 
Ay=f'(r)Az+Az-e(Ar) (e(Arz)—0, Ax—0) 
ou 
Ay=f" (2) Az+o (A2). (1) 
Rappelons que l'expression o (Az) doit être comprise comme 
une fonction de Az, dont le Guotisnt ne Az tend vers 0 avec Az. 


DériniTion . On dit qu'une fonction f est différentiable en un point x 
si son accroissement Ay en x peut être mis sous la forme 


Ay= A-Ax+o(Azx), (2) 
Ax—0 
où À dépend de x mais pas de Az. 
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TH£OREME . Pour qu'une fonction f soit différentiable en un point x il 
est nécessaire et suffisant qu'elle admette une dérivée finie en ce point. 
Ceci étant, À = f (x). 


Donc, dire que f admet une dérivée en un point zx revient à dire 
que f est différentiable en x. 

DEMONSTRATION. La condition suffisante a été démontrée plus 
haut : l'existence de la dérivée finie f’ (x) nous a PE de représen- 
ter Ay sous la forme (1). Reste à poser f’ (x) = 

Nécessité. Supposons que la fonction f est és cable en z. 
Alors de (2) et en admettant que Az = 0, on obtient 


0 (ce) 


44-202 = À +0 (1). 


ee Ax—0 


Le second membre converge vers À pour Az—+ 0. Donc 


ou encore 
f (x) = 


Soit y = f (x) une fonction différentiable en un point x. Son 
accroissement Ay est la somme de deux termes. Le premier, À Az, 
est proportionnel à Az; on dit encore 
que c'est une fonction homogène linéaire 
de Ax. Le second, o (Az), est un infi- 


niment petit d'ordre Supérieur à Az. Si 
À =£ 0, le second terme tend vers 0 plus 
vite que le premier pour Az—+ 0. C’est 
pourquoi le premier terme À Az — 
— f (x) Az s'appelle terme principal de 
l'accroissement Ay (pour Az—+ 0. Voir 
définition de la fin du $ 10, chap. 3). On 
l'appelle aussi différentielle de la fonc- 
tion y et on le note dy: 


dy = df = f’ (x) Az. 


La figure 47 représente le graphe T d'une fonction y = f (z): Test 
la tangente à J en un point À d'abscisse x; f” (x) = tg &«, où & est 
l’ sé de la tangente T avec l’axe Oz: 


y=f (Az =tgar= CD, DB = Ay — dy = o(Az). 


Fig. 47 


Donc, La différentielle de la fonction y en x est l'accroissement de 
l'ordonnée d'un point situé sur la tangente (dy = CD). 
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En général, dy  Ay, car Ay = dy +o( Az ) et le second 


Ax—0 
membre n’est pas toujours nul. Seule la fonction linéaire y = Az + 
+ B est telle que Ay — AAzx = dy pour tout x. En particulier, pour 
y = zx, dy = dx = AÂx, c’est-à-dire que La différentielle et l’accroisse- 
ment de la variable indépendante sont égaux (dx = Az). C'est la 
raison pour laquelle la différentielle d'une fonction f se note habi- 
tuellement : 

L dy = f' (x) de, 
d où 


(x) = 
fG)=; 


c'est-à-dire que La dérivée de la fonction f en un point x est égale au 
quotient de la différentielle de la fonction en ce point par la différentielle 
de la variable indépendante z. 

Ceci explique que l’on désigne la dérivée par dy/dz. 

Signalons que la différentielle dx de la variable indépendante ne 
dépend pas de x, elle est égale à l'accroissement Az de x. Au contraire, 
FC LS dy d'une fonction y (différente de x) dépend de zet 

dz. 

On a les formules ‘ 


d'(u + v) = du + dv, (3) 
d'(u-v) = u dv + vdu, (4) 

d (cu) = c du (c est une constante), (5) 

d (+) (vÆ 0), (6) 


0 
où l’on admet que uw et v sont des fonctions différentiables en zx. 
La formule (6) se démontre comme suit: 


d (+)=(£) 2= vu’ dr—uv’ dr _vdu—u dv 


v? v2 


Si une fonction y = f (x) est différentiable en un point x, en 
vertu de la formule (1) on peut mettre son accroissement Ay sous 
la forme : 


Ay = dy + o(Ax). 
Ax—0 
De là il s'ensuit que la différentielle d'une fonction peut servir, pour 


Ax assez petit, de bonne approximation de l'accroissement deeette 
fonction. On a alors l'égalité approchée 


Ay = dy=f (x) (7) 


qui est d'un usage très courant. 
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ExEMPLE. Si l’on admet que 


7 8,001 &=ÿ 8 —2, 


alors l'erreur est approximativement égale à la différentielle de la 
fonction y = x!/$ au point x — 8 pour Az = 0,001: 


dy=Z2"23Az = +8-2/3.0,001 = 1/12 000. 


Les méthodes qui seront exposées au $ 14 nous permettront de 
juger de l'exactitude de nos calculs. 


$ 8. Autre définition de la tangente 


Si la dérivée f’ (x) est finie, on peut la définir d’une autre manière équi- 
valente. 

Soient T la courbe représentative d'une fonction y = f (x), À = (x; f (ze) 

un point de F. Considérons une droite L passant par 4. Elle a pour équation 

ÿ — Yo = m(z—zo). Soit B = (x. f(x)) 

y un point de l non confondu avec 4. La dis- 

B tance de B à L dans la direction de l'axe 

L  Oyest égale à 


PG)= If) —Y%o—m(z— 320) 1. (1) 


A Sur la figure 48, p (rx) = BD. 
On dit que La droite L est tangente à 
en À si 


p (x) = 0 (x — x). (2) 
Z—Xo 
Si la droite ZL est tangente à Ten À au 


sens de la première définition, alors m — 
Fig. 48 = f' (x0). Comme f est dérivable, il vient 


Î (à) — f (xo) = j’ (zo) (z — 9) + (£c — Zo), Z — zo, 
d'où 
p (zx) = L f (x) — f (xo) — f' (2) (z — xo) [= 0(z— 2x0), z— zx, 
autrement dit, la droite L est tangente à la courbe au sens de la deuxième défi- 
nition. 
Réciproquement, si L est tangente au sens de la deuxième définition, alors 
(voir (1) et (2)) 
p (x) = | f (x) — f (zo) — m (z — 20) [= 0(z— 20), z—+ 2x, 
ou ce qui revient au même 
f(x) —f(z) = m(z— 70) +Fo(z—zo) pour z—+ 2x. 
Ceci montre que la fonction f est dérivable en x, et m = f" (x). Donc, 
L est tangente au sens de la première définition et a pour équation 


ÿ — Yo = Ê” (zo) (x — %o)- 
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REMARQUE. De ce qui précède il s'ensuit que la courbe d’équation y = f (z 


) 
admet une tangente en un point (x, f (xo)) si et seulement si la fonction f est 
dérivable en x. 


$ 9. Dérivée d’ordre supérieur 


Soit donnée une fonction f sur un intervalle Ja, bl[. Si elle est 
dérivable sur Ja, bl, sa dérivée f’ (x) sera dite dérivée première. Si la 
dérivée première est à son tour dérivable sur Ja, bl, sa dérivée est 
dite dérivée seconde ou d'ordre deux de f et se note: 


fa) =19 @) = (6 (@)) ou y" = (y). 
D'une façon générale, on appelle dérivée d'ordre n d'une fonction f 
la dérivée première de la dérivée d'ordre n — 1 de f et l’on note: 
f®9 (x) = (®-9 (z)) ou encore y® = (y®-0)". 
Si le point z est fixé, le symbole f(") (x) désigne la dérivée d'ofdre 
n de f en x. Son existence implique celle de la dérivée ft" -) en z et 


dans un voisinage de x. 
EXEMPLES. 


4. (e*)®) = ex. 

2. (a*) = ina, (a*)" = a In° a, ..., (a*)9 = a In° a. 

3. (x") = mani, (2) = m(m—i)zm-2, ..., (7) = 
=m(m—1)...(m—n+i)zesr, 


Si m est un entier naturel, il est évident que 
(2x7) = ml et (7")M = 0 (Rn> m). 
4. (sinx) = cosxz=sin (++) : 
(sin x)” — [ sin (2++)] = sin (z+ 24) À 
(sin x)() — sin (z+n+) ; 
9. (cos z)(®) — cos (z+ n+) . 


A noter toutefois qu'il n’est pas toujours possible d'exprimer les 
dérivées d’une fonction quelconque par une formule générale. 

ExERcICE. Etablir par récurrence la formule (de Leibniz) de la 
dérivée d'ordre x du produit de deux fonctions: 


n 
uv} = D Chutr-hyth, 
k=0 
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où u et v sont des fonctions dérivables jusqu’à l’ordre rz compris 
et 


__n(n—1)...(n—k+41) n | 
le hi O1=1. 


$ 10. Différentielle d’ordre supérieur. 
Invariance de la différentielle première 


Etant donné une fonction y = f (x) sur un intervalle Ja, bl,on 
peut de toute évidence la représenter d'une infinité de manières com- 
me une fonction composée : 


y = ® (2), z = Ÿ (x). 


Donc, y peut être traitée comme une fonction de z(y = f(x)) et 
comme une fonction de z (y — œ (z)), où z est à son tour une fonction 
de x (z = w (x)). 

La variable z sera dite indépendante, car elle ne dépendra d’aucu- 
ne autre. La variable z sera dite dépendante (de zx). 

La différentielle de la fonction y = f (x) en un point x est, nous 
le savons, le produit de la dérivée de f en ce point par la différentielle 
de la variable indépendante : 


dy = f' (x) dx. 
Ici dx est un nombre arbitraire qui re dépend pas de x. Donc 
(dx) = 0. 
La différentielle d'une fonction s'appelle encore différentielle 
première. 
Par définition, la différentielle seconde d'une fonction y = f (x) 


en un point x est la différentielle de la différentielle première en ce point 
et se note: 


dy = d (dy). 
Pour calculer la différentielle seconde, il faut dériver le produit 


f' (x) dx = dy par rapport à x en traitant dr comme une constante 
(ne dépendant pas de x) et multiplier le résultat par dx: 


dy = dif’ (x) dzl = dr d{f (x)]l = f” (x) dz*. 

D'une façon générale, on appelle différentielle d'ordre n d'une 
fonction y = f (x) la différentielle première de la différentielle d'ordre 
(nr — 1) de cette fonction et on note: 

d'y = d (d"-ly). 
Il est évident que . 
d'y = f0 (x) dr”. (1) 
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En effet, cette formule étant vraie pour r = 1, si l’on admet qu'elle 
l’est pour z — 4, on obtient 


dy = d{fn—0 (x) den-1] = drn1d [fin-0) (x)] = f(x) de. 


II est évident que l’existence de la différentielle d’ordre x de la 
fonction y = f (x) en un point x implique nécessairement celle de la 
dérivée f(") (x) d'ordre » en ce point. 

On a en vertu de (1) 


pi = (D = LE, (2) 


autrement dit, la dérivée d'ordre n de la fonction y par rapport à x 
est ue au quotient de la différentielle d'ordre n de y par dx" — 
= (dx)" 

Nous verrons dans la suite que la formule (2) est inexacte si on 
y remplace la variable indépendante x par la variable dépendante z 
(voir formule (4) plus bas). 

Nous avons défini les différentielles d'une fonction y = f (x), 
où x est une variable indépendante. Or, nous avons vu que la fonction 
y peut encore s’écrire sous la forme 


y = (2), 


où z est une fonction de x (z = v (x), f (x) = œ lp (x)l). Comment 
dans ce cas exprimer les différentielles dans le langage de la variable 
(dépendante) z. 

Pour la différentielle première on a 


dy = ya0r = Vite Or = y; (zx) = yidz. 


Nous remarquons que la différentielle de la fonction y est égale au 
produit de sa dérivée y; par dz: 


dy = y, dz, (3) 


c'est-à-dire que la différentielle première de la fonction y s'exprime par 
la même formule, qu’elle soit traitée comme une fonction de la variable 
indépendante x ou de la variable dépendante z z. 

La forme de la différentielle première étant préservée (voir (3)) 
on dit qu'elle est invariante. 

La situation est différente pour les différentielles d'ordre supé- 
rieur. En effet, si l’on considère que y est une fonction de 
z(y = op (z)), on obtient (cf. $ 7, (6)) 


ARE (2) MARNE G)) + (2) d (&) = 
: | = p" (2) di + p''(2) déz. (4) 
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Dans la dernière égalité on s'est servi de l’invariance de la diffé- 
rentielle première en vertu de laquelle 4 (@° (z)) = œ” (z) dz, ainsi 
que du fait que d (dz) — d°z. Il ne faut pas négliger la quantité 
d°z = 1” (x) dr°. En effet, elle n’est nulle (pour tous les x) que si 
+ (x) est une fonction linéaire (1 (x) = Az + B). 

Nous constatons qu’exprimée en fonction de z, la différentielle 
seconde change de forme : au nombre œ” (z) dz° s'est ajouté le terme 
op’ (z) d z qui n’est pas nul en général. 


$ 11. Dérivation de fonctions données 
sous forme paramétrique 


Supposons que la dépendance de y par rapport à x est exprimée 
au moyen d'un paramètre t: 


z—= (6), 
y = (t), 


Cela signifie que la fonction x = @ (t) admet une fonction réciproque 
et qu'on peut représenter explicitement y en fonction de z: 


y = pl" (x)l. (2) 


On cherchera la dérivée de y par rapport à x en fonction des 
dérivées de zx et de y par rapport à t. La différentielle première étant 
invariante, on a yx — dy/dr. Or, dy = yidt, dr = xidt. Donc 


tC]a, bf. (1) 


’ 


EU , 
Ver (x: 5 0). (3) 
Pour la dérivée seconde, on obtient 
sd ,  d'{Ut\_ d {Vi \ dt _ Yi —vir 
nus) Gr —— (4) 


On obtiendrait par analogie les dérivées y£* d'ordre n > 2 en 
fonction des dérivées de x et de y par rapport à t. 


$ 12. Théorèmes de la moyenne 


Par définition, une fonction f a un maximum (resp. minimum) 
local en un point x = c s’il existe un voisinage V (c) = Je — 6, c + 
+ ô[ dans lequel 


f(c)2> f (x), VreE V (c) (1) 
(resp. f(x) Zf(c), Vre V (c)). (1°) 
On appelle extrémum local un maximum ou un minimum local. 


REMARQUE 4. Si une fonction f est continue sur un intervalle 
fermé {a. b] et a son maximum (resp. minimum) en un point c € Ja, b, 
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il est évident qu'elle a en même temps un maximum (resp. mini- 
mum) local en c. Si par contre f a son maximum (resp. minimum) en 
une extrémité de l'intervalle [a, b], alors elle n’a pas un maximum 
(resp. minimum) local en cette extrémi- 
té, car elle n’est pas définie à droite ou 
à gauche de cette extrémité. 

La figure 49 représente le graphe d’une 
fonction y = f (x) continue sur [a, b]. La 
fonction f a un minimum local aux points 
z, et x, et un maximum local aux points 
zyet zs. À noter qu'en a et en b la 
fonction f a respectivement un mini- 
mum et un maximum locaux unilaté- Fig. 49 
raux. 


THÉOREME 1 (FERMAT!)). Si une fonction f est dérivable en un point 
cetaen ce point un ertrémum local, alors f' (c) = 0. 

DEMOXSTRATION. Pour fixer les idées on admettra que f a un maxi- 
mum local en c. Par définition de la dérivée on a 


; ee f(c+Az)—f (c) 
Î (c) Ax—0 Az | 


a X,X, X, X, 


Comme f(c)> f(x), Vr E V (c), on a pour les Az > 0 assez petits 
f(&+A2)—f() 5 
Az ht 


d'où en passant à la limite pour Arz—+ 0 
f (C)< 0. (2) 
Si Az << 0, alors 
etage >0, 


donc, en passant à la limite pour Arz—+ 0, on obtient 


f C)> 0. (3) 
Des relations (2) et (3) il s'ensuit que f’ (c) = 0. 


TH£OREME 2 (RoLLE=*)). Si une fonction y —f (x) est continue sur 
(a, b], dérivable sur Ja, bl et f (a) = f (b), il existe alors un point È € 
€ la. bl tel que f’ (E) = 0. 


DEMONSTRATION. Si f est constante sur la, b], alors f’ (£) —0 pour 
tous les E € Ja, bl. 

Supposons maintenant que f n’est pas constante sur [a, b]. Com- 
me f est continue sur [a, b], il existe un point x, € [a, b] en lequel f 
a un maximum (cf. chap. 3, $ 5, théorème 2) et un point x, € [a, blen 

1) Pierre de Fermat, mathématicien : français (1601-1665). 


___?) Michel Rolle, mathématicien français (1652-1719), à qui l'on doit la 
démonstration de ce théorème pour les polynômes. 


9—0622 
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lequel elle a un minimum. Ces points ne sont pas confondus avec Îles 
extrémités a et b de [a, b], sinon on aurait 

max f(x)= min f(x) =f(a)=f (b) 

xEa, b] xEla, b] 
et f serait constante sur [a, b]. Donc, l’un des points zx, et x, est 
compris dans l'intervalle Ja, bf. Désignons-le par Ë. La fonction f 
a un extrémum local en E, de plus elle est dérivable en ce point, 
puisqu'on a admis qu'elle l’était sur Ja, b[. Donc, d’après le théorè- 
me de Fermat, on a f’ (E) = 0. 


REMARQUE 2. Le théorème de Rolle est valable même pour un 
intervalle ouvert Ja, bl, pourvu que 


lim f(z)= lim f(x). 
x-a x—b 
x>a x<b - 

REMARQUE 3. Le théorème de Rolle est mis en défaut si f” (x) 
n’existe pas en un point au moins de Ja, b[. Exemple: y = | x | sur 
—1,1]. Dans l'énoncé du théorème on 
ne peut pas non plus remplacer la conti- 


nuité sur [a, b] par la continuité sur 
Ja, bl. Exemple: 


SE z=0, 
EE t, 0O<E<Tt, 


pour laquelle le point x = 0 est un point 
Fig. 50 de discontinuité. 

REMARQUE 4. Le théorème de Rolle 
admet une interprétation géométrique simple. Si les conditions 
du théorème sont remplies. alors le graphe de la fonction y = f (x) 
(fig. p2 présente un point en lequel la tangente est parallèle à 
l'axe Oz. 


THÉOREME 3 (CAUCHY). Si des fonctions f (x) et g (x) sont continues 
sur [a, b], dérivables sur Ja, bl et g’ (x) = O sur Ja, bf, il existe alors un 
point EE la, b[ tel que 

[ @)—f (a) _ jf & (4) 
8(b)—g(a) £g'(E)° 

DEMONSTRATION. On remarquera que g (b) —g (a) + 0, sinon il 
existerait d’après le théorème de Rolle un point E tel que g’ (£) = 0, 
ce qui est contraire à l'hypothèse. Considérons la fonction auxiliaire 


_ ”- ___f(@)—f (a) … 
F()=fQ) fo) — Gr le @)— € ()]. 
La fonction F est par hypothèse continue sur [a, b], dérivable 
sur Ja, bl et F (a) — 0, F (b) = 0. Le théorème de Rolle nous dit 
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qu’il existe alors un point E € Ja; bl tel que F”(E) = 0. Or, 


La ! b)— ’ 
F'(o)=f' (0 LOIR 8 (x), 


donc, en substituant E à z on retrouve la relation (4). C.q.f.d. 


REMARQUE 5. Dans la formule (4) de Cauchy on voit qu’il n’est 
pas nécessaire que a << b. 

Une conséquence du théorème de Cauchy pour g (x) = x est le 
théorème de Lagrange. 


THPROREME 4 (DE LA MOYENNE DE LAGRANGE !)). Supposons qu'une 
fonction f (x) est continue sur un intervalle (a, b] et a une dérivée sur 
Ja, bl. Il existe alors un point c € la, bl en 
lequel 


f()—f(a)=(b— a)f (c). (5) 
Le théorème de Lagrange admet une 
interprétation géométrique simple. En 


effet, si l’on écrit la relation (5) sous 
la forme 


f (©) — f (a) 


b—a 


=f(c) (a<c<b), 


Fig. 51 


on constate que le premier membre est la pente de la corde passant 
par les points (a, f (a)) et (b, f (b)) du graphe de la fonction y — 
— f (x), et le second membre, la pente de la tangente à cette courbe 
en un point d’abscisse c € Ja, bf. Le théorème de Lagrange dit que 
si une courbe (fig. 51) est le graphe d’une fonction continue sur [a, b] 
et dérivable sur Ja, bl, alors cette courbe présente un point d’abscisse 
c € Ja, bl en lequel la tangente est parallèle à la corde passant par les 
points (a, f (a)) et (b, f (b)). 

La relation (5) s'appelle formule (de Lagrange) des accroissements 
finis. Si l’on représente la valeur intermédiaire c par 


— a+0 (b — a), 
où 8 est un nombre tel que 8 € JO, 1[, alors la formule de Lagrange 
devient 

f(b)—f(a)—(b—a)f (a +0 (b — a)). (6) 


Cette formule est valable visiblement pour a > b. 


TæeorsME 5. Une fonction continue sur un intervalle [a, b] et 
ayant une dérivée positive (resp. strictement positive) sur la, bl est 
croissante (resp. strictement croissante) sur (a, b]. 

1) Louis de Lagrange, mathématicien français (1736-1813). 

9* 
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Soit en effet a< x, < 2, < b. Les hypothèses du théorème de 
Lagrange étant remplies sur [z;, zel, il existe un point cE ] x,, tel, 


tel que 
Î (ce) — f (m1) = (te — 2) fo). 
Si f'> 0 sur Ja, bf, alors f’ (c)> 0 et 


f (x) — f(m) 20; (7) 
si f —>0 sur Ja, bl. alors f’ (c) >0 et 
f (ze) — f (m1) >0. (8) 


Comme les inégalités (7) et (8) ont lieu pour tous z, et z,, tels que 
a T1 << ZE b. la fonction f est croissante sur [a, b] dans le pre- 
mier cas et strictement croissante dans le second. 

ExEMPLE 1. Revenons à l'exemple du $ 7, où il fallait évaluer la 
quantité À = 7 8,001 "8. 8. En appliquant la formule des accroisse- 
ments finis à la fonction Ÿ (zx) = z"$, on obtient 


À = 4 (8,001) — 1 (8) — 0,001 -#° (c) — 0,001 + z-23| = 


__ 1-23 2/3 — __1 
—= "3000 © < 755 87 12 000 * 


Le résultat est le même, mais ici il si entièrement justifié. 


EXEMPLE 2. La fonction y = sh r — =+ (e° — e-*) a une dérivée con- 
tinue 
| (Ghz) =+(+e)=chz>0, VzEC]—o, of, 


et est telle que 
lim shz— —oc, lim shz— + oo. 

X— — 00 X—+o0 
Donc, elle est strictement croissante, continüment dérivable sur 
]— 0, cof et applique ]—, co sur lui-même. Elle admet par suite 
une fonction réciproque continüment dérivable: 


x = Argshy, yEl—, ol. 


TæeorEëME 6. Siune fonction admet une dérivée nulle sur un inter- 
vaile Ja, bl, elle est constante sur cet intervalle. 
_. En effet, en vertu du théorème de Lagrange, on a 


| f (a) — fm) = & — 2) f ©, 
où x, est un point fixe de l’intervalle Ja, bl, x un point quelconque 
de Ja, b[ (situé à gauche ou à droite de zx.) et c un point compris entre 
z.etzet dépendant d'eux. Comme jf’ (x) = 0 sur la, bÎ par hypothèse, 
bn a f’(c) = 0 et f(x) = f (x1) = C pour tous les x € Ja, b[. 

‘ Signalons que si les hypothèses des théorèmes ci-dessus sont 
affaiblies, ces derniers peuvent être mis en défaut (voir remarques 1, 
2 suivant le théorème de Rolle). 
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DériNiITiox. On dira qu'une fonction y = f(x) est strictement 
croissante (resp. strictement décroissante) en un point x, s'il existe un 
nombre Ô >>0 tel que É 


A 
> 0 (resp. F5 <0) , 0O<|Ar|< 6. 


THÉOREME 7. Si f’ (x0) >—>0 (resp. << 0), la fonction f (x) est stric- 
tement croissante (resp. strictement décroissante) en x. | 


A 
on peut exhiber un 6 =>0 tel que f” (to) — e << D < f ()+e, 
pourvu que | Az | << ô. Supposons que f’ (xs) >0. En prenant 
e< f’ (to), on obtient _ > 0 pour | Ar | << 6, c’est-à-dire que la 


fonction f est strictement croissante en x. 

REMARQUE 6. Si une fonction f a une dérivée et croît sur Ja, bl, 
alors f’ (x) > 0 sur Ja, bl. En effet, il est impossible dans les condi- 
tions indiquées que la dérivée de f soit négative en un point x € la. bl, 
car cela contredirait le théorème 71. 

Si la seule information dont on dispose sur une fonction f est 
qu’elle a une dérivée et croît strictement sur un intervalle Ja, bl, 
on doit tout de même conclure que f’ (x) > 0 sur Ja, bl, car une 
fonction strictement croissante peut éventuellement avoir une déri- 
vée nulle en certains points de Ja, bl. C’est le cas notamment de la 
fonction x° qui est strictement croissante sur ]— œ, œl, et dont la 
dérivée est nulle en zx = (0. 


D£EMONSTRATION. Comme ff’ (ro) = lim #, alors pour € >0 
Ax-0 


REMARQUE 7. Si une fonction est strictement croissante en un point x, 
elle ne l'est pas automatiquement en un voisinage de 0. 
Citons pour exemple la fonction 


0, z=0, 
F=| z 2 
| 2 —+sin—, s 0. 
Il est évident que 
—— 1! sin — { 
F' (0)=li =— 
(0) eu = 2 


et F (x) est strictement croissante en z — 0. Cette fonction n est pourtant pas 


monotone, car la dérivée F’ (x) = 5 — 2x sin + cos ‘ est tantôt positive, 


tantôt négative en tout voisinage de 0 (voir théorème 5). Pour x, = 1/kn 
(k = 1, 2, ...) elle est égale à 3/2 si k est pair et à —1/2 s’il est impair. 


TH£OREME 8. Si une fonction f (x) est paire (resp. impaire) et déri- 
vable sur [—a, a], alors sa dérivée f’ (x) est impaire (resp. paire). 
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D£MonsTRATION. Comme f (x) = f (—zx) sur [—a, a], on a f” (x) = 


= — f (—zx), ce qui exprime que la dérivée f’ (x) est impaire. (On 
démontre ce fait en se servant aussi de la définition de la dérivée.) 


$ 13. Levée des indéterminations 


On dira que l'expression 1 E donne lieu à une indétermina- 
tion de la forme _ pour z—+ a, si limf(xz)—limg(xz)=0. Lever cette 
xX—a Ta 
indétermination, c'est trouver lim f ee si elle existe. 
x-a 


THEOREME 1. Supposons que f (x) et g (x) sont définies et dérivables 
au voisinage d'un point x = a, sauf éventuellement en a, et que 


imf(r)=lime(s)=0, 8()#0 et g(:)#0 


dans ce voisinage. Sous ces conditions, l'existence de lim re = 
entraine celle de on j re et 
lin f (x) Vie f(x) (1) 


za EU) 338 EG): 


DEMONSTRATION. On admettra que a est un nombre fini. (Si a — 
= ©, voir remarque 3 plus bas.) Prolongeons les fonctions f et g 
au point x = «a en posant f (a) = g (a) — 0. Ces fonctions seront 
continues en a. Considérons l'intervalle [a, xl, où > aouz<a 
(voir remarque 5 du $ 12). Les fonctions f et g sont continues sur 
[a, xl et dérivables sur Ja, zl, donc en vertu du théorème de Cauchy 
il existe un point E tel que 
f(z)—f(a) __f ®) f(z) _f'(@) 
Lee = D ÉCla al) où =D: 
Si r—a, il en est de même de E, et 


m1® f @ _ f" (2) 
FR D £UG) ne a Fe (S) re 8" (zx) @) 


sous réserve que ces limites ex istènt, C.q.f.d. 
REMARQUE 1. lim) peut exister même si lim 
x+a E (x) xa 


f" (x) 


n'existe 
pas. 
ExEMPLE 4. Comme sin xz = x, il vient 
ie 4 
T° Sin — 
; z . PRE: | 
lim ——— = lim zsin—=0, 


x-0 Sinz 0 
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tandis que 

? 
(22 sin + 2z sin cos + 
lim (sin zx)’ : lim cos z 


n'existe pas. 


REMARQUE 2. Si l'expression L à = donne lieu à une indéter- 


mination de la forme _ et que les fonctions f’(z) et g’ (x) satis- 


fassent aux hypothèses du théorème 1, alors 


fGæ) 1. #f'(@) _n. f’() 
lof inst lin se. 


Ces égalités expriment que l'existence de la troisième limite en- 
traîne celle de la seconde et de la première. 
THÉORÊÈME 2 (2) . Supposons que f ct g sont définies et déri- 
vables au voisinage d'un point x=a, que limf(z)= lim g(xz) = 
<a x—a 
et que g(r) 50 et g'(x) 0 dans ce voisinage. Alors l'existence de 
lim : @ entraîne celle de lim} & 
x-a 8 (2) xsa ET) 
. . f(2) _1;. fG@) 
Dem 2e: 


Nous glisserons sur la démonstration de ce théorème. 
REMARQUE 3. Si a = oc, la substitution z=— 1/5 nous ramène au 
cas a = 0: 
_ $OZ) ns 14/0 2 CF (1/0) 2. f(A/DC—1/E) f(x) 
bn) non oo in Gti 0 QG) 


La règle exprimée par les théorèmes 1 et 2 et qui dit que la li- 
mite du rapport de deux fonctions est égale à la limite du rapport 
de leurs dérivées s'appelle règle de l’ Hospital du nom du mathémati- 
cien qui la formula le premier pour des cas élémentaires. Du reste 
cette règle était connue de Bernoulli avant l’Hospital ?). 


ExEMPLE 2. 


lim 2 =0, Va>0, ax. 


X—-00 


1) Guillaume de l’Hospital, mathématicien français (1661-1704), Jean 
Bernoulli, mathématicien suisse (1667-1748). 
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Nous avons une forme indéterminée de type (2) . En appliquant k 
fois la règle de l'Hospital (4 > « ; si « est entier, k — «), on obtient 
li ME li "cz —À 0 
ln er lin qe 0 


EXEMPLE 3. 


lim2==0, Va>0. 

nd Z 
Les fonctions 2 et In x satisfont à toutes les conditions du théorè- 
me 2, donc 


lim 1n z 


= (. 


= lim Æ = lim — 


x—-o LT x AT X—oo À 


On rencontre aussi des formes indéterminées de type OÜ-, Of, 


00°, oo —00, 14%. Ces formes se ramènent à celles de type = ou _ 
par des transformations algébriques. 

a. Forme indéterminée de type 0-00 (f (x) g (x), f (x) — 0, g (x) —+ 
— oo pour z—+ a). Il est clair que 


fae(@=d(s) où fe (2). 


EXEMPLE 4. 
lim ztinz=0, Va>=0;: 
x—0 
lim 22 Inz= lim LEE (2)= im — À Jim 22 = 0. 
x0 x-0 ZT co x0 —az *— X x—0 


b. Les formes indéterminées de type 1%, O°, ©° se ramènent à 
celle de type 0:00. En effet, f£ — eslnf (jf => 0). 


Si 
lim glnf=K, 
<a 
alors 
lim f£ = e. 


c. Forme indéterminée de type oo — © (f(x) — g (x), f— +o, 
g— +oo pour zx —+ a). Il est immédiat de voir que 
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S 14. Formule de Taylor |) 


Soit un polynôme de degré »: 


P,(z)=bo+br+...+bir= D bizh. 
k=0 


En posant x = (x — x,) + x,, où x, est un nombre fixe, on obtient 


PA(r)= 2 dx L(z— 20) + zo*. (1) 


En réduisant les termes semblables par rapport aux puissances de 
z — zo, On obtient l'expression suivante: 
ñn 


P,(z)=a+a(r-to)+...+a, G—s)= 2 ar (z—zo)", (2) 


appelée développement du polynôme P, (x) en série entière de x — x, 
ou encore au voisinage de x,. Les coefficients a,, &, ..., a, dépen- 
dent de b; et de x,. Par exemple, a, = b, + bizo + .-.. + b,x5. 
Sur (1) on voit de toute évidence que P, (x) ne dépend pas de x. 

Calculons les dérivées successives de P, (x): 

Pa(z)= a+ 2a2(7— 20) + -.. +na(r— 20)", 

Pa (2) = 1- 203 + 2-33 (z— 20) +...+n(n—1)an (520), 

PO (2) = 1. 2... kat+...+n(n— 1)... (n—k+1)x (3) 

X an(z—2%0)""", 
U pi (z)=1.2 ... na. 
Les dérivées d’ ne supérieur à » sont nulles. En faisant x = x, 
dans les formules (2) et (3), on obtient 
Pa (Zo) = Go, Pa (Zo) = &; 

Pr (zo) = 1-20, ..., PO (xs) = kl ax, ..., PO (x) = nla, 

ou 
PR) 
ay = —> ce (k—0, 1,...,n) (4) 

où l’on convient que 0! = 1, PE (x) = P, (x). 

Les formules (4) montrent qu’un polynôme P, (x) admet un dé- 
veloppement unique suivant les puissances de x — zx,, c'est-à-dire 
que si 


n 


P,(z) = 2 Ba (z— 20)" = 2, Br (z—zo)", 


1) Brook Taylor, mathématicien anglais (1685-1731). 
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où PB: et Br sont des constantes, alors B, = Bx (4 — 0, 1, ..., n). 


En effet, les nombres f, et B; se calculent avec la même formule (4). 
Compte tenu de (@, la formule (2) peut encore s’écrire : 


PA (x)= P,(xo) + Ed Be (a (&— 20) +. 
PQ M 


ere de EE 
(x — 20)" = _—. (&—2zo)". (2°) 


Ræ=0 


La formule (2’) s'appelle formule de Taylor pour le polynôme 
P, (x). On remarquera que le second membre de (2°) ne dépend pas 
de xs. 


ExEMPLE 4. Soient P, (x) = (a + x)" et zx, = 0. En vertu de 
(2’), on a 


à 29 0) 
PF, (x) = >», k! z*, 
k=0 
PH (2) =n(R—1)...n—-k+Ai)(a + zr}+, 
PU (0)=n(n—1)...(n—k+1)ar+, 
et l’on obtient la formule du binôme de Newton 


où 


ñn 
. n(n—1) ... (n—k+41) SRE 
(a+zÿ = ÿ, a 0 2”: (5) 
k=0 
Considérons maintenant une fonction quelconque f (x) possédant 


des dérivées jusqu'à l’ordre rz + 1 compris continues dans un voi- 
sinage d'un point zx,. L'expression 


7 @) 
Quts)= 5, LC (x — zo)* (6) 
k=0 
s'appelle développement de Taylor d'ordre n de la fonction f en série 
entière de x — zx, Où au voisinage de xs. 
Le polynôme @, (x) est confondu avec la fonction f (x) au point 
z, Seulement; pour tous les autres x on a @, (x)  f (x) (sauf si 
f (x) est un polynôme de degré n). De plus 


Qn (to) = F' (Zo): + - + Qn (Zo) = À (xo)- (7) 


f (&) = On (x) + ra (x). (8) 


La formule (8) s'appelle formule de Taylor pour la fonction f (x); 

rh (x) est le reste de la formule de Taylor. La fonction r, (x) mesure 

l'erreur commise en remplaçant f (x) par le polynôme (6). 
Exprimons r, (x) en fonction de la dérivée f("*} (zx). 


Posons 
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En vertu de (7) et de (8),on a r, (to) = ra (to) = . . . = r1n) (zo)= 
— 0. Posons @(x) = (7 —zxo)"*. Il est évident que (x) = 
= p(zo) = ... = p( (x) = 0. En appliquant le théorème de 
Cauchy aux fonctions r, (x) et q (x), on aura 
Pn(2) _ n(#)—rn (ge) _ mn(e) mn (en) (2) mn (rs) 
p (x) P(z)—® (x) Pa) P'(z1)—9 (0) P”(z2) 
rm) (zn) r\n) (n)—r®) (xo) en) (Zn+1) 


= Gen) “D (zn)— 9° (20) Gr) 
(x € Fo xl et TRk+] € ze; zal, k — 4, 2, . n). 
r 


pt) (x) = (n + A), +0 (x) = JD (x) — 0 = 49 (x). 
Donc 


ra (0) = D fen+-0 (0), (9) 


où C = Zh+, est un point compris entre x, et x. 
La formule (8) peut encore s’écrire 


fee D LR (ea + TO (rpm (8 


R=0 


Dans la formule (8) le reste est mis sous la forme de Lagrange. 
Nous avons prouvé un théorème important. 


TH£EORSME À. Si une fonction f admet une dérivée ff" *) (x) conti- 
nue au voisinage d'un point x,, alors pour tout point x de ce voisinage 
il existe un point c € ]x,, xl tel que f (x) se représente par la formu- 
le (8°). 

Le point c dépend de zx et de ». 

Si zo = 0, la formule (8) s'appelle formule de Maclaurin. 

Le reste de la formule de Taylor se représente sous plusieurs 
formes. Signalons l’importante forme de Cauchy 
(z— z9)7*1 (1 — 0)? 


ra Ce) = ET O jen+ 0 (704 8(z— 79) (40) 
où 8 € JO, 1[ dépend de n et de x. Cette formule sera établie au $ 5 
du chap. 6 

En réduisant le voisinage du point x,, on obtient un intervalle 
fermé [xs — 6, x, + 6] sur lequel est continue la dérivée f(*) (x). 
Elle est donc bornée sur cet intervalle par un nombre strictement 
positif M, dépendant de nr mais pas de zx: 


[F4 (IL Mn, t20 — LT To + Ô (11) 
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(voir chap. 3, 8 5, théorème 1). Alors 


(n+1) 
LAC SRRRECE 


nt rm < 


== n+1l 
LR, 1z—zl<8. (12) 


L’inégalité (12) peut servir à deux fins: d'une part à étudier le 
comportement de r, (x) pour nr fixe au voisinage de z,, de l’autre à 
étudier le comportement de r, (x) pour nr —+ co. 

De (12) il s'ensuit par exemple que pour n fixe 


Ta (z) = 0 ((z — zo)"), T —+ Lo, (13) 
relation qui indique que le quotient de r, (x) par (x — x,)" converge 


vers Ô pour z —+ zo. 
De (8’) et compte tenu de (13), il vient 


fee D LE (2 20 + 0 (2 20") (14) 
k=0 . 


Cette formule s'appelle formule de Taylor avec un reste de Peano }). 
Elle est favorable à l’étude de la fonction f au voisinage du point z,. 


TH£ÉORÈME 2 (D'UNICITÉ). Si une fonction fse représente au voisinage d'un 
point x, par les formules 


f(x) =ao+a (2— 70) +... +an(z—z)+o (To). 


15 
(ED bob (ea) + dm ao ao, 


alors 
ax = br (&k=0,1,...,n). (16) 
D£MONSTRATION. En égalant les seconds membres de (15) et en passant 


à la limite pour z — zx,, on obtient a, = b,. Si maintenant on divise les deux 
membres de l'égalité obtenue par z — x, (x x) et que l’on passe ensuite 
à la limite pour z + z,, on obtient a;= b,. En poursuivant cette procédure, 
on obtient en définitive a, = b,. 


EXEMPLE 2. On sait que 


n 
1— znt1 
R= = —— 
Dre —= (z & 1). 
k=0 
Donc 


1 


— Z 


n n 

zn+l 

= h+ 1 — => 2h + 0 (2°). (17) 
Rk==( Rk=0 


pa=- 


1) Giuseppe Peano, mathématicien italien (1858-1932). 


g 15] SBRIE DE TAYLOR 141 


La fonction %Ÿ ayant des dérivées de tout ordre au voisinage du point z = 0, 
elle est justiciable de la formule de Taylor avec un reste de Peano 


n 
(R) 
po D PQ 40 (2). (18) 
5 x—0 
FD SODPA RS les formules (17) et (18), on obtient en vertu du théorème d’uni- 
cité que 


= O0 (k=0, 1,...,n). (49) 


Dans le paragraphe suivant on étudie le comportement du reste 
de la formule de Taylor pour r —+ oo. 


$ 15. Série de Taylor 


On appelle série une expression de la forme 


++... (1) 
ou encore 
2 hs (1°) 


où a, sont des nombres dépendant de l'indice 4. Les sommes finies 
S, = 2, cs (n=0, 1, 2, ...) 
Rk= 


s'appellent sommes partielles de la série (1) (ou (1°)). Si existe la limi- 
te finie 
lim S, =$, (2) 
ñn— 00 
on dit que la série (1) converge vers le nombre S, et S s'appelle somme 
de la série. On note 


Sa GR = Go +4: + do + ... 


On dit que la série (1) est divergente si la limite des sommes par- 
tielles S, (nr —> œ) n'existe pas ou est égale à oo. 

Supposons maintenant que la fonction f a des dérivées de tout 
ordre au voisinage d'un point x,. La série 


f Co) + LE (2 70) + LED (27 + (3) 


ou de façon plus concise 


_— f) 
> LE (2 — 20)" (3) 
s'appelle série de Taylor de x — x, associée à la fonction f. Si zx, = 0. 
cette série s'appelle série de Maclaurin. | 
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Un cas particulièrement intéressant est celui où la série de Taylor 
de zx — x, de la fonction f converge au voisinage de x, vers la fonc- 
tion f (x). Si ceci a lieu, alors 


f(x) = ee > = LE (7 — ze)", z €] To — Ô, zo + Ô[, 


c'est-à-dire que 1e eh f (x) est la somme de sa série de Taylor 
au voisinage de z,. On dit alors que la fonction f (x) se développe au 
voisinage de x, en une série de Taylor convergeant vers f (x). 


THeor£sME 1. Si une fonction f possède des dérivées de tout ordre sur 
un intervalle (x, — 6, x, + ô] et si Le reste de sa formule de Taylor 
tend vers Ô pour n — oc, i.e. 


lim Th (x) = 0,77€ [Zo — 6, Lo + ô}, (à) 


alors f se développe en une série de Taylor convergeant vers elle sur cet 
intervalle. 


DEMONSTRATION. Supposons que f possède des dérivées de tout 
ordre sur [xs — Ô, zo + ô]. Ces dérivées sont continues sur [x, — 6, 
Zzo + ô], car si f possède une dérivée f(* sur [xz, — 6, x, + 6], 
alors f*-1 est continue sur [x, — 6, x, + 

Donc, la fonction f est justiciable de ‘a formule de Taylor 


fa D EG (2-2 + (2), Vn, zElzo— 6, z0+ 6]. 
Rk=0 
En vertu de (4) 


lim > EL (r—zo)"=limff(z)—r,(z)] = 


k=0 
= f(x) — lim ra (x) =f(x), 


c'est-à-dire que le développement de Taylor de la fonction f (x) 
converge Re n — co vers f (x): 


im © IE (22) = f(x), zEIzo— 6, zo+ 61 (5) 


Fo 


Or, cela Far que la série de Taylor de la fonction f (x) converge 
sur [z, — 6, Zo + 6] et sa somme est f (x): 


f(z)= S IG (2 rt, zE(z0—6, ro+ 
km 


Ce que nous voulions. 
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Le théorème suivant exprime une condition suffisante simple de 
convergence du reste de la formule de Taylor vers (0. 


THÉOREME 2. Si une fonction f possède sur un intervalle [r, — 6, 
zo + Ô] des dérivées de tout ordre, bornées par le même nombre M 
([f9 ()1< M, n = 0, 1, 2, ...), alors le reste de sa formule de 
Taylor converge vers O pour n — o sur cet intervalle: 


lim r, (x) = 0. (6) 
DE£EMONSTRATION. On se servira du reste de Lagrange. On a 
or Go ET perso) M (7) 
n _ (n+t)l (n+1!? 


où cer, rl M>|f"*D (z)|, VneENet |z — x | << 6. 
Comme le second membre de (7) tend vers O0 pour nr —+ oo (voir 
chap. 2, $ 5, (5)), on obtient (6). 


$ 16. Formules et séries de Taylor 
des fonctions élémentaires 


1. f(x) = &. Cette fonction est indéfiniment dérivable sur 
J— oo, œf. De plus 
FD (z)=e, fM(0)=1 (k—0, 1,...), fr (c)—er. 


La formule de Taylor avec un reste de Lagrange s'écrit 


n 
R ecxn+l 
= 2 Tr tra(s) n()=Eprr cEl0 æ, (1) 
où z est positif ou négatif. Sur l'intervalle [— 4, 4], A>0,ona 
eA An+1 
ra GNT + 0: n —> 00. (2) 


Ceci montre (voir théorème 1 du $ 15) que la fonction e* se développe 
sur [— A4, À] en une série de Taylor de z (ou série de Maclaurin) 
convergeant vers €”: 


es R 
“= ŸY re | (3) 
k=0 


Or, À > 0 est un nombre arbitraire, donc cette relation est valable 
sur l’axe numérique tout entier (x € ] — oo, oo). Ici | f(*) (x) | = 
= |“ |LeA (k = 0, 1, 2, ...) sur [—À4, À], et pour déduire (3) 
on aurait pu faire intervenir le théorème 2 du $ 15. 

Calculons le nombre e à 0,001 près. On a (voir (1)) 


e= D -+ra(t), (4) 


keæ=0 
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où 

0 1 5 

(= Egr, 0<c<1 (2) 


Il faut choisir r assez _—. pour que 
= 5 0,001 (0<c<1). 


Comme & << 3, il suffit seulement de résoudre l'inégalité 3/(n+ 1)1< 
< 0,001. Celle-ci est réalisée pour r — 6. Donc, 

en +++. += 2,718 
à 0,001 près. 


REMARQUE Comme 1 < et < 3 pour 0 <c< 1, alors pour nr >2 on 
a ec/(n + 1) = 6, où 0 < 6 < 1. On peut donc mettre l égalité (4) sous la forme 


5 + 


On s’est servi de cette formule Rene (3), $ 6, chap. 2) pour prouver que e 
est irrationnel. 


2. y = sin zx. Cette fonction est indéfiniment dérivable et 
[(sin 20 ]=| sin (2+65)|<1, VEEN. 


Donc. la fonction sin x se développe d’après le théorème 2 du paragra- 
phe précédent en une série de Taylor de x convergeant vers elle sur 
]— oo, oo: 


: . z (= ae zth+1 
SINT=LZ—-— 22 nr ENT 
On tiendra compte du fait que | 
0 pour rn = 2k, 
(—1)* pour rn—2k+1. 
La formule de Taylor de sin x s'écrit 


(sin x)(9 | m0 — Sin = | 


2v— 
sinr=— 2 +. step B=nt . L ray (x), (6) 
où 
22v+ 
ras) = prr sin (8x + (2x+1)5) , 0<6<1. 
On remarque que 
t Tey(Z) = 0 Œ) 
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et par suite 


2v—1 
sin ser — +. + ENT + 0 Lo }; 


3. y—cosz. On obtient par analogie 


COSz = + — mo (le GT 


2k)1 ° 
k=0 
EXEMPLE 4. Trouver 
li SINZ—T 
D) 0 
On a 
sin z = z— + o(r), (7) 
donc 
sinz—7z 1 o (z5) 1 1 
z3 ÉD KE z3 nr CO 
x—0 ++ 
c'est-à-dire que 
0 zS S 6 ° 


En fait, le reste est de la forme o _) dans (7). Or, il suffit qu'il soit 

de la forme o @). Il est classique aus 0 G) entraîne automatique- 
0 

ment o » (x) (la roue n'est pas vraie). 


4. “ = In (1 + x). Cette fonction est définie et indéfiniment 
dérivable pour x > — 1. onc elle est justiciable de la formule de 


Taylor pour tout n = 1, 2, ... Comme 
. __ (—1)#t(n—1)! n Ee n _ 
f. ii f09 (0) =(—1)"*1(n —1)1, 


la formule de Taylor s'écrit 
In({+r)=z—< +. + (A) Er, (2). 


En se servant des formes de Lagrange et de Cauchy du reste on dé- 
montre que 


lim r, (x) = 0 pour —-1<zx<1i. 


Donc, la série de Taylor de la fonction In (1 + zx) est 
: k 
Infi+z= SN (—IP (—i<r<i). 
k=1 


10—0622 
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5. f(x) = (1 + x)". On a 
J9 G)=mm—1)...(m—-n+1)(1 + zx", 
J (0)=m(m—1)...(m—n+1). 
La série de Taylor s'écrit 


Ce 1) 


A+zx)" = 1-mz+ Las 
: PAL Lin) ... (m—n+t1) 2 br, (x). 


n ! 


On démontre que pour tout m 
limr,(x)=0 (—1<zr<fi). 


Donc, pour tout m réel, la série de Taylor de la fonction (1+zr)" 
est 


A++ D D MEN x (_icr<t) (8) 


R=1 


Si m est un entier naturel. la fonction (1 + - x)" est un polyni- 
me. Dans ce cas r, (r) = 0 pour r > m et la série de droite de (8) 
est un développement limité de Taylor (voir $ 14). 

EXEMPLE 2. Calculer la limite (mn, mÆ0, n #0) 


L. SA 
x—0 dé x—0 sé 
| 1 
e(———)+0( | 
: m n e 1 Î D 1 
= in 5 — inf (ss) fes. 
EXEMPLE 3. 
2° 
x T——— +o(r)—r({+ar+o(z)) 
Jim AUD (4 jee | 
x—0 né x—0 na 
—(5+a)at+o (9 l | 
= ge dim | a +0 (1) | = +0. 
x—0 Hi x—0 ‘- d. 2 


$ 17. Extrémum local d’une fonction 


On a déjà défini l’extrémum local au début du paragraphe 12. 
On peut énoncer cette définition sous la forme : 

On dit qu'une fonction y = (x) a ur maximum (resp. minimum) 
local en un point c si l’on peut exhiber un 8 > 0 tel que l'accroissement 
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Ay en c vérifie l'inégalité 
Ay=f(—f()<0, VrEle—6, c+ôl 
(resp. Ay = f(x) —f() >0, VrE le — 6, c + 6l). 


Le théorème de Fermat (voir $ 12) nous dit que si une fonction } 
a un extrémum local en un point x, et si la dérivée f’ (x,) existe, 


alors 
Ï (zo) = 0. 


Par définition, un point x, est un point stationnaire d'une fonc- 
tion f si f (xzo) = 0. 

Etant donnée une fonction f sur un intervalle Ja, bl, si l'on a à 
déterminer les points en lesquels elle présente un extrémum local, 
il faudra de toute évidence les chercher d’abord parmi les points 
stationnaires, c'est-à-dire parmi les points en lesquels la dérivée f’ 
est nulle et ensuite parmi les points (s'ils existent) en lesquels f 
n'est pas dérivable. Les points stationnaires se déduisent à partir de 


l'équation 
f(x) = 0. (1) 


Signalons que la fonction f n'a pas un extrémum local en tout point 
stationnaire. 

La condition (1) est une condition nécessaire mais pas suffisante 
pour qu'une fonction dérivable f ait un extrémum local en x. Par 
exemple, bien que x = 0 soit un point stationnaire pour la fonction 
2, celle-ci n’y présente pas d’extrémum local, car strictement crois- 
sante. 

Il est évident aussi qu’une fonction f n’a pas d’extrémum local en 
tout point où elle n'est pas dérivable. 

De toute façon, si l’on sait qu'un point x, est stationnaire ou 
bien est un point en lequel la fonction f n’admet pas de dérivée, il 
nous faut un critère nous permettant de dire si f a bien un extrémum 
local en ce point et de déterminer la nature de cet extrémum. 

On cite plus bas des conditions suffisantes d’extrémum local. 


Tæ£soreuE 1. Supposons que x, est un point stationnaire d'une 
fonction f (i.e. f” (xs) = 0) et que f a une dérivée seconde continue dans 
un voisinage de x,. Dans ces conditions 

si f” (xo) < 0, alors f a un maximum local en x; 

si f” (to) >> 0. alors f a un minimum local en xs. 


DEMONSTRATION. Développons la fonction f en série de Taylor au 
voisinage de x, pour nr = 1. Comme f’ (x,) = 0, la formule de Tay- 
Jor de f s'écrit 


fa) = (ro) + EE fr), cEjro af. (2) 


Dans cette formule x > x, ou z << x. 
10e 
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Supposons que f” (2x0) << 0. La dérivée f” étant continue au voisi- 
nage de x, par hypothèse, il existe un 6 > 0 tel que 


f(x) <0, VrElzr, — 6, xo + ôl. 
Donc, dans la formule (2) 
ER jr()LO, Vr Er 5, ro+ 6, 
ce qui montre que 
Ay = f(x) — f(x) <O0,  Vr Elzo — 8, zo + Ôl, 

c'est-à-dire que f a un maximum local en x,. 

De façon analogue, si f” (x,) > 0, alors f” (x) > 0 dans un voisi- 
nage de x, et f” (c) > 0. Donc, le reste de la formule (2) est positif 


au voisinage de x, et Ay = f(x) — f (x) > 0, c'est-à-dire -que f 
a un minimum local en x. 


EXEMPLE 4. y = 2° +5, y" = 2x, x — 0 est un point stationnai- 
re; y” = 2 > 0 pour tous les x, donc en x = 0. Par conséquent, 
y a un minimum local en x = (0. 


REMARQUE 1. Si 
f (zo) = 0 et f” (xo) = 0, (3) 
la fonction f peut avoir ou non un extrémum en zx,. Ainsi, les fonc- 
tions x° et z* satisfont aux conditions (3) au point x, — 0, cepen- 


dant la première n'a pas d’extrémum en 0, alors que la deuxième a 
un minimum. 


TH£OREME 2. Supposons que f' (xs) = f” (xo) = . . . — fi) (20) = 
— 0 et que f"+) (x) est différente de O en x, et continue dans un 
voisinage de x,. Sous ces conditions 

si n +1 est pair et f®*) (x) < 0, alors f a un maximum local 
en Lo; 

si n + 1 est pair et f"+) (2,)> 0, alors f a un minimum local 
en Lo; 

si n + 1 est impair, alors f n’a pas d'extrémum local en xs. 


La démonstration de ce théorème repose de nouveau sur la for- 
mule de Taylor. On a 


Fe) — fo) = EE je 0 (0), Eros 2 (4) 
 m+11 | on 

Si r + { est pair, on raisonne comme pour le cas de la formule (2). 
Supposons maintenant que n + 1 est impair. Par hypothèse, 
f#+) (20) 5€ 0. Etant continue au voisinage de x,, la dérivée f{"*1) (x) 
conserve le signe de f(**1) (x;) dans un intervalle ]x, — 6, zo + ôl. 
Si z croît au voisinage de zx,, alors (x — x,)"*! change de signe pour 
x > zo et f(**D (c) conservera son signe. Ceci montre que le second 
membre de (4) et partant Ay = f (x) — f (x,) change de signe pour 
z > to et la fonction f n'a pas d’extrémum en z,. 
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TasoreMEe 3. Supposons qu'une fonction f est continue sur un inter- 
valle (x, — 6, xo + Ô] et dérivable sur les intervalles ]r, — 6, x,f et 
ro, To + Ôl. Ceci étant, 

f (x) >0 (resp. < 0) sur ]ro — 6. xl, (5) 
f (x) < 0 (resp. > 0) sur ]xo. zo + ôl. (6) 
Alors la fonction f a un maximum (resp. minimum) local en x,. 
Ici l’existence de f’ (x,) n’est pas indispensable. . 


D£EMONSTRATION. De la continuité de f sur l'intervalle [xr, — 6, 
z,] et de la propriété (5) il s'ensuit (voir théorème 5 du $ 12) que f 


Y 
| 
| 
| 
| 
| 
0 X0 X 
Fig. 52 Fig. 53 
est croissante (resp. décroissante) sur cet intervalle et par suite 
Î (xo) — f (x) 0 (resp. L0) pour zx E [ro — 6, ol. (7) 


De la continuité de f sur {x,. x, + ô]l et de la propriété (6) il s’en- 
suit (voir théorème 5 du $ 12) que 
f (à) — f (&o) < 0 (resp. > 0) pour x E [xs, ro + . (8) 
Il résulte alors de (7) et de (8) que: 
Î (x) < f (to) (resp. f (x) > f (xo)) Vx € ro — 6, ro + 6] 
ce qui prouve le théorème 3. 

Le théorème 3 affirme que si la dérivée première de la fonction f 
change de signe en zx,, alors f a un minimum en x, (fig. 52) si f’ passe 
du signe — au signe —. et un maximum (fig. 53) si elle passe du 
signe + au signe —. L'existence de f’ (x) n'est pas nécessaire, par 
contre la fonction f doit être continue en x,. 

Etudier la fonction 


1+r, z<0, 
feet TT IT 
? Ve 
EXEMPLE 2. Soit la fonction y=—— Sa dérivée est y’ — 


— 2x 
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On voit que y’ > 0 pour x << 0, et y’ < 0 pour x > 0. et de plus 
que y est continue en x = 0. Donc, d'après le théorème 3 la fonction 
y a un maximum local en z — 0. La fonction y n'a pas d'autres 
extrémums locaux. 


EXEMPLE 3. La fonction y = 2? — x°® (1 — sin 1x) (r 0). y (0) = 2. est 
continue en z — 0 et a un maximum local en x = 0: y (r) K 2 = y (N). Cepen- 
dant on ne peut exhiber un voisinage du point x = Ü dans lequel elle croit pour 
zx << et décroit pour r > 0. En effet. 


y'= — 2x (1—sin +) — cos (r = 0). 
27° (1—sin+)—2 : | 
PAPE ORNE PE ED 
x—0 x—0 


: : : À ; 
Pour r petit, le terme 2x (1 — sin =) est aussi petit que l'on veut, donc le 


signe de la dérivée y’ dépend de cos 1/7. Lorsque x — 0. cos 1x prend les va- 
leurs +1{ une infinité de fois. Donc. la fonction oscille dans tout voisinage du 
point r = {. 


TH£OREME 4. Si une fonction f est telle que f(x.) = 0 et f” (xo) > 0 
(resp. < 0), alors elle a un minimum (resp. maximum) local en x. 


DEMOXSTRATION. Comme 


f" (to) = lim LATE Go) lim -—— ue > 0, 


X—Xx0 T7 #0 xx 7 


alors Le > 0 dans un voisinage assez petit de z,, c'est-à-dire que 


f (2) < 0° pour zx € roet f () > Opourr > Zo- Le théorème 3 nous 
dit que f a un minimum local en z,. Le cas f” (x,) < 0 se traite de 
la même manière. 


REMARQUE 2. Le théorème 4 généralise le théorème 1. car il ne 
postule pas la continuité de f” (x) au voisinage de x, mais seulement 
l'existence de f” (xo). 


$ 18. Bornes d’une fonction sur un intervalle 


Supposons qu'on ait à chercher le maximum (resp. minimum) 
d'une fonction f continue sur un intervalle [a, b]. Que f ait un maxi- 
mum reeR minimum) en un point x, € [a. b] a été prouvé dans le 
théorème 2 du $ 5, chap. 3. 

cas seulement sont possibles : 1) x, = a, 2)1, = b.3)x, € 
€ Ja. b 

Si xo € Ja, bl. alors d'après ce qui a été dit au $ 17, la fonction / 
a un extrémum local en x, qui est soit un point stationnaire, soit un 
point en lequel la dérivée n'existe pas. 
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Si de tels points forment un ensemble fini {z,, ..., x,}, alors 


nu f(x)=max{f(a), f(b), f(x), -.., f(zm)} 


Sp me A) IR Ua): FO), f(x), -.., f(zm)}). 


Signalons qu'il n’est pas nécessaire de connaître la nature des 
points stationnaires si l’on cherche seulement le maximum (resp. 
minimum) d’une fonction f sur [a, bl. 


EXEMPLE {. Trouver le maximum et 
le minimum de la fonction 

Ÿ (x) = sin x + cos x sur [0, nl]. 

Calculons la dérivée: %’ (x) = cos r— 
— sin r. Egalons-la à zéro: 

cos x — sin z = (0. 

Cette équation possède une seule racine 
x = 14 sur l'intervalle [0, x]. Comme 


D (0) = 1. p(x/4) = V2, y (x) = — 


on a 


max ! ()=V/2, min #(x)= —1. 
xE[0. : xE(0. x] 


EXEMPLE 2. A quelle hauteur h faut-il suspendre une lampe élec- 
trique pour obtenir le meilleur éclairement en un point À du plan 
non situé à la verticale de la lampe (fig. 54). 


SOLUTION. Plaçons la lampe en B et soient AB =r, OB = h, 
RS h 
OA = a, OAB = q. On sait que l’éclairement 7 en À est donné par 


la formule : 7 — > +, où cest une constante. Traitons À comme la 
variable. Comme r° — h° + a*, sin « = —, il vient 
D (h)=c 


Dans la position du roblème À h € [0, oo]. Calculons le maximum 
de cette fonction. 7 (0) — Z (œ) — 0 1). D'autre part 


, a® — 2h° 
I (= crue — 0 pour hk=a/V 2. 
Comme 7 (a/V 2) = 2c/3V 3 a° > 0, la fonction J (k) a son ma- 


ximum au point À = a/V 2. 
Si la lampe est suspendue à une hauteur k arbitraire, on aura le 


meilleur éclairement en un point À tel que a = V 2k. 


1) Ici / (æ) — lim 7 (h). 


h+> 
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$ 19. Convexité d’une courbe. Point d'inflexion 


On dit qu'une courbe y = f (x) a sa convezxité tournée vers le haut 
(resp. le bas) en x, si au voisinage de ce point elle est située au-des- 
sous (resp. au-dessus) de la tangente en x, (sur la figure 55 la courbe 
a sa convexité tournée vers le bas en z, et vers le haut en z,). Signa- 
lons qu'il y a équivalence entre convexité 
vers le haut (resp. le bas) et concavité vers 
le bas (resp. le haut). 

On dit qu’un point x, est un point d'in- 
flexion de la courbe y = f (x) si cette courbe 
traverse sa tangente en x, (sur la figure 55 
le point x, est un point d'inflexion). Autre- 
ment dit, il existe un ô > 0 assez petit 
pour que la courbe se trouve d'un côté de la 
tangente pour tous les x € ]xr, — 6, xl et de 

Fig. 55 l’autre côté pour tous les x € ]zo, zo + ôl. 

Signalons que ces définitions n’épuisent 

pas toutes les dispositions de la courbe et de sa tangente en un 
voisinage assez petit du point de contact. 

Par exemple, l’axe Ox traverse et est tangent en x = 0 à la 


courbe 
0, z=0, 


z sin —, zÆ0, 


et x — 0 n’est pas un point d'inflexion. 

TaegoremEe 1. Si une fonction f possède une dérivée seconde continue et 
f” (xzo) >0 (resp. < 0), alors la courbe y = f (x) a sa convexité tour- 
née vers le bas (resp. le haut) en xs. 

DEMONSTRATION. Développons f au voisinage de x = zx, suivant 
la formule de Taylor 


f (x) = f (xo) + f° (&o) (& — Lo) + ni (x), 
r (= EE ÿ (x0+0(2— 70) (0<8<1). 


Formons l’équation de la tangente à la courbe y = f (x) au point 


a'abscisse x, : 

Ÿ = f (zo) + f (to) (7 — To). 
Le dépassement de la tangente en x, par la courbe f est égal à 

f(a)—Y =" (2). 

La dérivée f” étant continue, si f” (x) > 0, alors f” (x0+ 0 (1—x0)) >> 
> 0 pour les x appartenant à un voisinage assez petit de x,, et par 
suite il est évident que r, (x) > 0 pour tout x =£ x, de ce voisinage. 
Donc, le graphe de la fonction est situé au-dessus de la tangente et la 
courbe a sa convexité tournée vers le bas en 2. 
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De façon analogue, si f” (x5} << 0, alors r, (x) < 0 pour tout 
z 5 x, d'un voisinage de x,, c’est-à-dire que la courbe est située 
au-dessous de la tangente en x, et a sa convexité tournée vers le 
haut en zs. 


CoRoOLLAIRE. Si x, est un point d'inflexion d une courbe y = f (x) 
el si la dérivée seconde f” existe en x,, alors on a nécessairement f” (x,) = 


On cherchera donc les points d'’inflexion d’une courbe y—f (x) 
deux fois dérivable parmi les racines de l’équation f” (x) = 0. 

La condition suffisante d'existence d’un point d’inflexion est 
donnée par le théorème suivant. 


THÉOREME 2. Si une fonction f est telle que sa dérivée f” est continue 
en To et f” (to) = 0 et f” (xzo) Æ À, alors la courbe y == f (x) a un point 
d'inflexion en zs. 


DEMONSTRATIONX. Dans ce cas 


f(x) = f (to) + f° (0) (2 — ro) + re (x), 


(z — zo)° 


r2)= 5 fa +0 (x — 20). 


De la continuité de f””’ en x, et du fait que f”” (x0) 0, il s'ensuit 

que f”” (zo +— 0 (x — x,)) conserve son signe dans un voisinage de 

z,; Ce signe est le même à gauche et à droite de x,. D'autre part. le 

facteur (r — x,)° change de signe en zx, et avec lui r, (x). C.q.f.d. 
Voici un théorème plus général. 


TH£EOREME 3. Soit une fonction f telle que: 
fo) =... = {9 (to) = 0, 


f"*+) (x) est continue en x, et {+1 (x,) Æ 0. 

Si n est impair, alors la courbe y = f (x) a sa convexité tournée 
vers le haut ou vers le bas selon que f"*) (x,) est < 0 ou > 0. 

Si nest pair, alors x, est un point d'inflexion. 


La démonstration repose sur le fait que sous les conditions indi- 

quées on a le développement suivant: 
_— n+i 

f(x) = f (20) + (x — x) f Co) + jee (zo + 0 (x — x). 

Signalons en conclusion qu'on dit également qu'une courbe 
y = f (x) a un point d’inflexion en un point x où la dérivée f’ est 
infinie (fig. 40 et 41). 

Par définition, une courbe y = f (x) est convexe vers le haut (resp. 
le bas) sur un intervalle [a, b] si tout arc de cette courbe d'extrémités 
(x, f (x,)) et (re, f (x2)) (a Lx << 23 L bd) est situé au-dessus (resp. 
au-dessous) de la corde qui le sous-tend (fig. 56 et 57). 
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REMARQUE. Si f est dérivable sur [a, b], alors la définition de la 
convexité sur un intervalle est équivalente à la suivante: on dit 
qu'une courbe y = f (x) est convexe vers le haut (resp. le bas) sur un 
intervalle (a. b] si elle l’est en chaque point x de l'intervalle Ja. bl. 


THÉOREME 4. Supposons qu'une fonction f est continue sur [a, b] et 
possède une dérivée seconde sur Ja, b!. 

Pour que la courbe y = f (x) soit convexe vers le haut (resp. le bas) 
sur [a. b], ilest nécessaire et suffisant que f” (x) < 0 (resp. f” (x) > 0) 


Fig. 56 Fig. 57 


pour tous les x € Ja. bl. 
Nous glisserons sur la démonstration de ce théorème. 


EXEMPLE 1. La fonction y — sin x possède une dérivée première 
et une dérivée seconde continues: (sin x)” = — sin x < 0 sur (0, 


Fig. 58 Fig. 59 
z/2]. Donc, la corde OA sous-tendant l'arc de courbe y = sin x 


sur {0, x/2] est située au-dessous de la sinusoïde (fig. 58). L'équation 
de la corde étant y = (2/x) x, on obtient l'inégalité 


_ z<sinz, 0<z<ax/2, 


qui est d’un usage courant en analvse. 
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EXEMPLE 2. y = 2 + 8x° = À (x +3); y = 3x° + Gr, y = 0 
pour —=0, zx —2; y" = 6x +6. y" (0) =6>0, y” (—2) = 
= —6<0, y” = 0 pour x = —1; y” = 6 0. Comme y” (x) = 
— 6 0. le point x — —1Â est un point d'inflexion. D'autre part, 
y" (x) > 0 pour z > —1, y” (x) << 0 pour rx << —1. Donc, la courbe 
(fig. 59) est convexe vers le haut sur ]— oo, —1[ et vers le bas sur 
]—1, oo; en x = 0 on a un minimum et en z — —2, un maximum. 


$ 20. Asymptote d’une courbe 


On dit qu'une droite x — a est une asymptote verticale d'une 
courbe continue y = f (x) si l’une au moins des limites 


limf(:), limf(x) 
x-n ta 


est infinie. 
Si une fonction y = f (x) est définie pour zx > M (resp. x < M), 
on dit alors que la droite Ÿ  — x — b est une asymptote oblique de 


Fig. 60 Fig. 61 


la courbe continue y = f (x) pour x —> -— oo (resp. x —> — co) si 


f(x)=krx+b+a(r), où lim a (x) =0 


(resp. x——->) 


(autrement dit |f(x) — kr — b]| est un infiniment petit pour 
z— +oo (resp. z — — oc)). 


ExEMPLE 1. y — Â/x (fig. 60); rx = 0 est une asymptote verti- 
cale, car : 

LA 1 ! e | 

lim —— + oo, Jim —— — oo. 

x=0 T x—0 

x>U x<0 
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EXEMPLE 2 y—=ri—— ILE (x 5 0). 
Comme lim? 0, la droite Y—x (fig. 61) est une asymp- 


X— > 


tote oblique pour z— +o (et pour x — — co). 


ExEMPLE 3. y = Vxr (x > 0). Il est clair que Vx — kr — b ne 
tend pas vers 0 pour z — or quels que soient k et b, donc la courbe 
y = V x ne possède pas d’asymptote oblique. 


THÉOREME. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une courbe 
y = f (x) admette une asymptote oblique pour x —+ +oo (x —> — co} 
est l'existence des limites finies 

lim 2@ 2%, Jim [f(x)—kr] = b, (1) 
Xx-+o X— +00 
l'équation de cette asymptote étant Ÿ — kz + b. 

DEMONSTRATION. 1) Supposons que la courbe y = f (x) admet une 
asymptote oblique d'équation Ÿ = kx + b pour z— +. Alors 
f(z)= kz + b +a(x), où x (x) — 0. x —+ +oo. D'où 

fe) LL D. d6) |. 
DR RDS 


or Ho EE 0 [b + & (x)] = b. 
2) Suppi s ns les limites dictées dans le théorème existent. 
De la deuxïëie relation on obtient par définition de la limite 
 . — b— au(x). où & (x) — 0 pour z —+ +oo, 


c’est-à-dire que f (x) = kz + b + & (x). Donc, la droite Y = kr + b 
est une asymptote oblique pour x —> +o. On raisonne de façon 
analogue pour x —> —00o. 

Si k = 0, l’asymptote est dite horizontale. 


REMARQUE. L'existence des limites finies (1) est essentielle. 
En effet, pour la courbe y—Yzx (x>0)ona 


X— +00 


lim [Vr—0-xr] = oo, c'est-à-dire que b = 


X— +o 


et cette courbe n’a pas d’asymptote. 


Voici une définition équivalente de l'asymptote oblique. 

On dit qu'une droite y = kz + b est une asymptote oblique d'une courbe 
y = f (x) pour r —+ “+oo si la distance f (x) d'un point À (x, f (x)) de la courbe 
à la droite tend vers OÔ pour r > +o. 

En effet, on sait que la distance d’un point (r. f (x)) à la droite y = kz + b 
s'exprime par la formule 


p(z)=1f(r)—kz-b|/V/1+84?, 
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d'où il s'ensuit, puisque | f (x) — kr — b | — U, que p (x) — 0, et réciproque- 
ment. 


° 


ExEMPLE 4. Etablir l'existence des asymptotes de l’hyperbole 


((x1>a, a>b > 0). 


TA 


GINAIS 810 JLISEININN 


sonde 


æ 
Fig. 62 = 


D'autre part 


gagnbuidéy 12 532 
LEULL 10 SRONRAL 


Donc, le théorème prouvé nous dit que les droites 
b 
= Tr 


sont les asymptotes de l’hyperbole, le signe + correspondant à la 
demi-branche supérieure de droite, le signe — à la demi-branche in- 
férieure de droite. 


Pour des raisons de symétrie, il est évident que ces droites sont 
asymptotes pour z —> —o. Dans ce cas le signe + correspond à 
la demi-branche inférieure de gauche, le signe —, à la demi-branche 
supérieure de gauche (fig. 62). 
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$ 21. Courbe continue et lisse 


Les équations 


D (t) 


y = (#) 


où p et # sont des fonctions continues sur Ja, bl, définissent une 
courbe continue à l'aide d'un paramètre t ou encore le lieu géométri- 
que des points de coordonnées (œ (t), 1b (t)), t € Ja, bl. 

La courbe continue (1) est par défini- 
tion lisse si o (t) et  (t) ont des dérivées 
continues sur Ja, bl et 


(p ()°+ (y ())°> 0, V£Ela, bl. (2) 


Désignons la courbe (1) par FT. Soit 

t, € Ja, bl. D’après (2), l’un des nom- 

bres @” (£,) et %° (to) est différent de 0. 

Fig. 63 Supposons pour fixer les idées que 

| | @" (to) 0. La dérivée ’(t) étant con- 

tinue, il existe un intervalle ]£, — 6, t, + ô[ sur lequel @’ (t) est du 

signe de æ’ (£,). Donc, œ (t) est strictement monotone sur [t, — 6, 

to + ô]..On-sait d'autre part qu’elle est continûment  dérivable. 
Donc, la fonction x = œ (t) admet une réciproque 


t = p?(x) = g (x), (3) 


strictement-monotone et continüment dérivable sur un intervalle 
Je, di qui est un voisinage du point z, = ® (to). 

En portant l'expression de £ dans la deuxième équation (1), on 
obtient uné fonction continüment dérivable (voir théorème du $ 4) 


y=F(z)=vplp"t(x)}, zEl, di, (4) 


représentée par une portion y de la courbe l correspondant à l’in- 
tervalle ]£, — 6, t, + ôl. Donc, y admet en tout point une tangente 
non parallèle à l’axe Oy. Il est évident que les points de y se projet- 
tent de façon unique sur l’axe Oz. 

Si maintenant #’ (t,) 0, on obtient par des raisonnements ana- 
logues une fonction continüment dérivable 


z=Dy)=œlp1(y)], yela, di, (5) 


représentée graphiquement par une portion y, de la courbe l corres- 
pondant à l'intervalle Jé, — 6, t, + ôl. D'où il résulte que y, admet 
en tout point une tangente qui n'est pas parallèle à l’axe Oz. 
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Donc, la courbe lisse l possède en chacun de ses points une tan- 
gente qui est susceptible d’être parallèle à l’un des axes de coordon- 
nées. 

ExEMPLE. Les équations 

I =acost, 
y=bsint, 
sont les équations paramétriques d’une ellipse d’axes 2a et 2b (fig. 63). 

C'est une courbe lisse, car les fonctions x = acostety = bsint 

possèdent des dérivées continues non simultanément nulles: 


(z' (t))? + y’ (t))° = (a sin t}* + (b cos t)} > 
> b* (sin t + cos t) = b > 0(0<b< a). 
Les points À, B. C et D partagent l’ellipse en quatre portions 
lisses se projetant chacune de façon unique sur l’axe Ox ou sur l’axe Oy. 


tE]—o, co [, 


$ 22. Construction du graphe d’une fonction 


Pour construire le graphe d'une fonction y = f (x), on doit pro- 
céder de la manière suivante. 

4. Déterminer l'ensemble de définition et étudier la continuité. 

2. Chercher les symétries et les périodes afin de limiter l’ensem- 
ble où l’on étudie la fonction. 

3. Déterminer le sens de variation. Pour cela chercher les points 
où la dérivée f’ (x) est nulle ou n'existe pas ou est égale à oc. Cal- 
culer les valeurs de / en ces points (si elles existent), puis s’assurer 
de l’existence d’un extrémum en points. 

4. Etudier la fonction aux bornes des intervalles où elle est dé- 
finie et continue : si l’intervalle de définition est fermé en une extré- 
mité a. on calcule f (a); si cet intervalle est ouvert en une extrémi- 
té b, où + © ou — ©. on cherche si f (x) possède une limite quand 
zx tend vers cette extrémité. 

Les renseignements obtenus permettent de dresser le tableau de 
variation. Pour obtenir la courbe représentative : 

5. On détermine les asymptotes en calculant les limites 

lim 1GL 2% et lim [f(x)—4z] —b 
X— +00 Z X—+90 
si elles existent. 

6. On cherche les points remarquables de la courbe et éventuelle- 
ment leurs tangentes : points où la tangente est parallèle à l’axe Oz 
(ces points sont obtenus en cherchant les valeurs qui annulent la 
dérivée), points d'arrêt, points anguleux, points d'intersection avec 
les asymptotes ou les axes de coordonnées. On cherchera aussi les 
points en lesquels f” (x) — 0. Ces points peuvent être des points 
d'inflexion. On étudie le signe de f” (x) pour déterminer la convexité 
de la courbe. 
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Consigner enfin toutes ces données dans un tableau de la forme 
suivante : 


asymptote 
y=1—3 


convexité convexité convexité convexité 
vers le haut vers le haut vers le bas vers le bas 
max inflexion min 


La courbe de la fonction étudiée dans le tableau précédent est 
représentée sur la figure 64. 


Fig. 64 


Ce graphe ne nous donne certes les valeurs exactes de la fonction 
qu'aux points z — 0, 1/2, 1, les autres valeurs étant prises au jugé; 
néanmoins son mérite est de nous donner une idée sur l'allure géné. 
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rale de la fonction. Si on veut l& tabuler sur un certain intervalle 
pour des valeurs de x distantes de 0,001 par exemple, il faudrait 
alors recourir à d’autres instruments de calcul (calculette, calcula- 
trice ou autre). Dans tous les cas, il est profitable de connaître l’al- 
lure générale de la courbe. 


ExemPe. Tracer la courbe définie paramétriquement par les 
équations 


Le sol 
. LE ]—, |. (1) 


y =te"!, 


SOLUTION. Traçons d’abord la courbe représentative de la fonc- 
tion x = te!. 

Ensemble de définition: x est définie et continue dans l’inter- 
valle ]— co, col. 

Sens de variation: 2° — et <- fet — (1 + t)et. L'’équation 
z' (t) — 0 possède une racine unique { — —1. Il est évident que 
z >> 0 pour {> —1 et zx <0 pour t << —1. Donc, la fonction 


x (t) est strictement croissante pour { > —1 et strictement décrois- 
sante pour ? <Z —1. 


Etude aux bornes: lorsque t —> —o0, x +0. 
lorsque t — oo. x —+ co. 


Tableau de variation 


Asymptotes : 


lim e —0, lim [te —0]=0, 


t——o {— — 00 
donc x — 0 est une asymptote horizontale. 
Points remarquables. Le tableau de variation met en évidence 


l'existence d'un minimum local au point (—1, —e-1). 
Point à tangente parallèle à Ot: (—1, —e-1). 
Point d'’inflexion: x” — (2 + t)e‘. Donc, 
zx” > 0 pour t > —2, 
zx” << 0 pour t << —2, 
x” (—2) = 0. 
La courbe z (f) présente une inflexion en t = —2, est convexe vers 
11—0622 


162 CALCUL DIFF£ÉRENTIEL POUR FONCTIONS D'UNE VARIABLE [CH. 4 


le haut sur ]— oo, —2[, convexe vers le bas sur ]—2, of. Le graphe 
est représenté sur la figure 65. 

Construisons maintenant le graphe de la fonction y = te-!. 

Ensemble de définition : y est définie et continue sur ]— oc, oœl. 

Sens de variation: y’ — (1 —t)e-t. L’équation y’ (t) = 0 pos- 
sède une racine unique t = +1. Il est évident que y’ > 0 pour t <1 
et y < 0 pour t > 1. Donc, la fonction y (t) est strictement crois- 
sante pour ?{ << 1 et strictement décroissante pour t << 1. 

Etude aux bornes: lorsque t —+ oo, y(t) +0, 

lorsque { —> — oo, y ({) —> — oo. 


Tableau de variation 


Asymptotes: 
lim==0, lim[te!—0]=0, 
t—00 to 
donc y — 0 est une asymptote horizontale. 
Points remarquables. Le tableau met en évidence l'existence 
d’un maximum local en t = 1. 
Point à tangente parallèle à Ot: (1. e-*). 
Point d’inflexion: y” — (t — 2)e-‘. Donc, 
y" > 0 pour t > 2, 
y" < 0 pour t < 2, 
y" = 0 pour { = 2. 


Donc, y (t) présente une inflexion en t = 2, est convexe vers le haut 
pour t €] — oo, 2[ et vers le bas pour t €]2, œf. Le graphe est repré- 


Fig. 65 Fig. 66 


senté sur la figure 66. 
Passons maintenant à un problème plus compliqué, au tracé de 
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la courbe (1). Désignons-la par l': Les fonctions qui la définissent 
sont continüment dérivables autant de fois qu'on le veut. Nous uti- 
liserons seulement le fait qu'elles sont bicontinüment dérivables. 
Signalons que Test une courbe lisse, car les dérivées de z = @ (t) = 
= tet et dey = 1% (t) = te-! ne sont pas simultanément nulles. 

Soient F, et l, les branches respectives de l sur lesquelles z; << 0 
et zx; >> 0. Donc (voir fig. 65 et 66), 

T, correspond aux variations de ? sur ]— oo, —1f, 

T,, aux variations de t sur ]J—1, œl. 
La fonction z = œ (t) représentée graphiquement par F', est stricte- 
ment décroissante de  (— ©) = 0 à  (—1) = —e+. Elle admet 


Fig. 6% 


donc une réciproque. La fonction y = w ({) croît strictement de 
Ÿ (— 0) = — oo à 1 (—1) = —e. Il s'ensuit que T, est la courbe 
représentative de la fonction explicite 


y =vplpt (zx), zxeEl— et, Of. 


F, est représentée sur la figure 67 en-dessous du point 4. Lorsque t 
passe de — co à —1, l’abscisse z du point courant de l', passe de O0 à 
—e", et l'ordonnée y, de —o à —e. Comme x’ (—1) = Oet y’ (1) = 
= 0, la tangente en À est parallèle à Oy. Les points de T sont tous 
situés à droite de la tangente, car x > —e" (voir fig. 65). 

En tout point de l autre que À, c'est-à-dire tel que t == —1, la 
dérivée z’(t) = 0 et 


Were © (2) 


11% 
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1—1 _,,\ 
dy, 1 1 et) t—2 -3t 
BR qioe ‘Un @ 
D'où 
Yx | 3 0. (4) 


Etudions le signe de y:: 


Donc, T, aune inflexion au point B(—V 2e-V?, —V 2e1?), est 
convexe vers le haut pour t< — W2 et vers le bas pour tE€ 
€ ] —— y 2, 1: 

Passons maintenant à Fe (—1 << { << oc). On voit sur les figures 65 
et 66 que les fonctions x = œ (t) et y = y (t) sont strictement crois- 
santes sur l'intervalle ]—1, 1[, donc il en est de même de la fonction 


y = Ÿ[p"" (x)] 


sur l'intervalle ]—e”!. el. Sur cet intervalle la courbe a sa convexité 
tournée vers le haut (en vertu de (3)). Au point C, on a y — 0 


"(1 0 | ; 
(y: (e) = Te TD 0) . donc la fonction y (r) présente un ma- 


ximum local en C, car convexe vers le haut. Lorsque x > e (i.e. 
t>> 1),zx(t) tend vers o et y (ét), vers 0. c’est-à-dire que y (x) +0 


X +00 


par valeurs décroissantes. On voit sur (3) que le deuxième point 
d'inflexion de y (x) est le point de coordonnées (V2 eV?, V2e”Vä). 
A gauche de ce point, la courbe est convexe vers le haut, à droite, 
vers le bas. 


$ 23. Fonction vectorielle. 
Vecteurs tangent et normal 


Soit un plan rapporté à un système de coordonnées rectangulaires 
(Oz, Oy). Les équations 


= TD), 
y=y(t), 


où zx (t)et y (t) sont des fonctions continues sur Ja, bl, définissent une 
courbe continue T, lieu géométrique des points dont les coordonnées 
zet y vérifient (1). L'équation de l peut être représentée sous la 


tE]a, b[, (1) 
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forme vectorielle ‘ 
r(t)=z(t)ity(t)j, 1€ la, bl, (1°) 
où iet j sont les vecteurs unités de Oz et de Oy respectivement, r — 
— r (t) le rayon vecteur du point de l correspondant à la valeur t 
du paramètre (fig. 68). 
Le vecteur r (t) s'appelle fonction vectorielle (définie sur Ja, bl). 
On dit de ce fait que la courbe Fest l’hodographe de la fonction 


rit) 


r't+At) 


Fig. 68 Fig. 69 


vectorielle r (t), c'est-à-dire le lieu géométrique des extrémités des 
vecteurs r (t) issus de ©. 
On dit que la courbe l'est lisse sur Ja, bl si les fonctions z (t) et 
y (t) ont des dérivées continues sur Ja, b{[ non simultanément nulles. 
A un accroissement Af de t correspond l'accroissement Ar (fig. 69): 


Ar=r(t+ A —r(t)={z(t + AD —zx(tli+ 
+ [y (£ + At) — y (t)] j = Axi + Ayÿ, 
d’où, en divisant scalairement par At, on obtient 


SR or es AN 
A4 Ta: 


Pour toute courbe lisse on a 


e Az ? e 
lim — LT L , lim ——_— U - 
At 
At-0 


Le vecteur x'i + y'j s'appelle dérivée de r en t et se note 
r=rit+ y'j. 
On peut définir encore la dérivée r comme un vecteur tel que 


En effet 


rl =( rs) + (+ 0, At— 0. 


466 CALCUL DIFFÉRENTIEL POUR FONCTIONS D'UNE VARIABLE [CH 4 


On dit que le vecteur r est la limite du vecteur Ar/At pour At—+0 
et on note 


Ar 
Fr = lim —— re 
At-0 


Sur la figure 69, on voit que le vecteur r est dirigé suivant la tangen- 
te àl'entet orienté dans le sens des ft croissants. 


Le vecteur rs ’appelle vecteur tangent à T. Son module est 


Ir|=Vrt ty 
Le vecteur unité tangent est 


T=—— — cos œi + sin a} (r|>0), 
rl 
x’ y” 
CSA = —— \, SIN QG = —— 2 
VERTE Vr+y ? " 


où « est l'angle que fait t avec Or. 
Le vecteur unité normal à T, c'est-à-dire le vecteur unitéorthogo- 
nal à T, est défini par 
V = (Vi, Va); 
V = ÆFSina, Ve = + CosS & (3) 
ou 
Vie + 1 Va= ZE = — . 
l'ERTE VERTE 
Le déterminant 
TT, T cos œ sin & 
1 Cl LA 
+sinœ +cosa 


Vi Ve 


Les signes supérieurs correspondent au cas où le couple de vecteurs 
(t, v) est orienté comme le couple (i, j) (fig. 70), les signes inférieurs, 
au cas où le couple (rx, v) est orienté dans le sens contraire (fig. 71). 

La dérivée seconde de la fonction vectorielle r (t) (voir (1’)) se 
définit comme la limite 


r (6)= lim TNDTO Lo (ei + y (0) j. 
At—0 


La figure 72 représente une courbe l'; le point À correspond à 
une valeur f, le point B, à la valeur t + At. En ces points on a tra- 


cé les vecteurs tangents r (£) et r (t + At), puis on a transporté le 
vecteur r (t + At) parallèlement en À. On a construit le vecteur 
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Ar=r (t + Ai) — r (t) et le vecteur Ar At de même sens que Ar. 
On a enfin porté le vecteur limiter —r (). Le vecteur r est orienté 
dans le sens de la concavité de T. De façon plus précise : Le vecteur r 


Fig. 70 Fig. 71 


fait un angle aigu avec le vecteur normal v à T qui est orienté dans le 


sens de la concavité de T. 
Exempze. L'équation vectorielle de l’ellipse (voir $ 21) est 


r = iacost + jbsint (tE ]— oo, œl). 


r(t+at) 


Fig. 72 


Le vecteur tangent est 


r = —usint+yJbecost, 
le vecteur normal 
n = Fib cost F jasint. 
Ici nr n’est pas en général un vecteur unité. 


La fonction vectorielle r =r(t) peut être développée au voisinage d'un 
point t, en une série vectorielle de Taylor. Soit 


rbh=z(t)i+yt(t)j, 
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où z (t)et y (t) sont dérivables autant de fois qu'on le veut au voisinage de t,. 
En développant ces fonctions d'après la formule de Taylor. on obtient 


(oz (+ qe) + + EC GRADE 


y” PS UL — Gi) 


(—to)"+Rn(t), (5) 
où R, (t)et Ra (t) sont les restes (de Lagrange ou de Cauchy ou dans une autre 
forme). En multipliant (4) par £ et (5) par j et en ajoutant, on obtient la formu- 
le de Taylor de la fonction vectorielle r (t): 


Fr ()+ TE (4) + + 


où le reste 


y (= y (o)+ (to) +... + 


r{n) te) 


(— 10) + rn (t), 


ra (= Ra @)Ë+ Rh (+) j. 


Signalons que si les restes R, (t) et R, (t) sont écrits sous la forme de La- 
grange ou de Cauchy, les dérivées z(n#1) (4) et y(n+#1) (4) se calculent généralement 
en des points différents. 


CHAPITRE 5 


INTÉGRALES INDÉFINIES 


$ 1. Intégrale indéfinie. 
Table des intégrales 


Dans le chapitre précédent nous avons présenté la notion de dé- 
rivée et appris à calculer les dérivées des fonctions élémentaires. 
Nous nous proposons maintenant de résoudre le problème inverse, 
c'est-à-dire trouver une fonction f (x) dont on connaît la dérivée 
jf (x). 

En mécanique par exemple cela revient à déterminer la loi du 
mouvement d’un point matériel dont on connaît la vitesse. 


D£riniTiox. On dit qu'une fonction F (x) est une primitive d'une 
jonction f (x) sur un intervalle ja, bl si F (x) est dérivable sur Ja, bl et 
F" (2) = f (à). 

On définit de façon analogue la notion de primitive sur un inter- 
valle [a. b] en considérant les dérivées unilatérales en a et en b. 


EXEMPLE 1. F(x)=V x est une primitive de la fonction f (1) =- 


1 : A! { 
_ sur ]0, cf, puisque (Vzr) — VE 


EXEMPLE 2. F (x) = sin 2x est une primitive de la fonction f (x) = 
= 2 cos 2x sur |— co, of, car (sin 2x) = 2 cos 2x. 


TH£oreME 1. Si F (x)est une primitive de la fonction f (x) sur Ja, bl, 
alors F (x) + C, où C est une constante, l’est également. 


DEMOXSTRATION. On a (F (x) + C) = F° (x) = f (x). 


THÉORENE 2. Si F,(x) et F,(x) sont des primitives de f (x) sur 
Ja, bl, alors F, (x) — F, (x) = C, où C est une constante. 


DEMONSTRATION. Par hypothèse F, (x) = F, (x) = f (x). Formons 
la fonction ® (x) = F, (x) — F, (x). Il est évident que 


D'(2)=F (x —-F (x) =f(2)—-f(2)=0, Vzre la, bl. 


De là, on déduit en vertu du théorème 6 (chap. 4, $ 12) que O (x) = 
= C, autrement dit F, (x) — F, (x) = C, c.q.f.d. 
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Donc, des théorèmes 1 et 2 il résulte que si F (x) est une primitive 
de f (x) sur Ja, bl, toute autre primitive ® (x) de f (x) sur la, bl est 
de la forme 

Dr) =F(r) +C, (1) 
où C est une constante (fig. 73). 


DÉFINITION. On appelle intégrale indéfinie d'une fonction f (x) 
et on note 


| f(x) dr (2) 


toute primitive de f (x) sur la, bl. Le signe | s'appelle intégrale, 


f (x) dx est l'intégrant, f (x), la fonction à intégrer. 
Si F (x) est une primitive de f (x), alors d’après ce qui précède 


[fo dr=F(2+0, (3) 

où C est une constante dûment choisie. 
: L'opération qui consiste à trouver 
F+G l' intégrale indéfinie d’une fonction 


f (x) s'appelle intégration de f (x). 
Signalons que si F (z)est une pri- 
mitive de f(x), alors l’intégrant 
f(z)dx = F'(x) dx = dF (x) est la diffé- 
rentielle de F(x). 
On montrera plus bas (chap. 6, $ 3) 


0 a b x que si f (x) est continue sur Ja, bl, alors 
elle admet une primitive sur Ja, bl, 
Fig. 73 donc, une intégrale indéfinie. 


Voici quelques propriétés de l’'in- 
tégrale indéfinie, résultant immédiatement de la définition. 


1° d | f(z)dz = f(x) dr. En effet, | f(z)dx=F(r)+cC, d'où 
d | f(a)dr=d(F(z)+C)=dF(x)=F'(x)dr= f(x) dr. 

2. | dF(z)=F(r)+cC, c'est-à-dire que | et d se simplifient 
mais il faut ajouter une constante C à F(x). En effet, | dF (x) — 
= \ F' (x) dx = (par définition) — F (x) + C. | 

F | Af (z)d7= 4 | f(z)dz +C, où À et C sont des constantes. 


4 [f(x +e (xd | f(x) dr+ | gtmar+c, où C'est une 
constante. 
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En effet 


({rtar+ etaz) =(( war) +(f ete) = 
= (par définition) = f (x) + g (x). 
D'autre part, 
(| 1f(@)+8(x)dz) = (par définition) — f(x) + 8 (2). 
Donc, les fonctions | f dx + { g dr et | [f + gl dx sont les pri- 


mitives d’une même fonction f + g. Par suite, elles diffèrent entre 
elles d’une constante C. 
5° Si F (x) est une primitive de f (x), alors 


Îf(az+b)dr= + F(ar+b)+ C. 
En effet, 
LE F(ar+0) [= hear (az +0) = f (02 +0). 


Formons le tableau suivant en se servant des principales formules 
du calcul différentiel. 


1. ses 
2 x dr = + SC, Va —1. 
3. [atdr= re sur un intervalle ne contenant 


0. 


__ 
4. jerdz= +0 (0<<a, a 1), lédr=e+c. 


5. \ sinzdr=— —cosxz+cC, Jcosrdr=sinz+C. 

6. = tez+C, | = — — cotgxz-+C sur un intervalle 
où la fonction à intégrer est continue. 
de Arcsinz+C, 
Via — Arccos x + C (— 

Arctgz+cC, 
-=| — Arccotgz—+C. 


1<z<1). 


7. | 
8. [+ 
9. (sh 


hzdr=chr+cC, fchzdr=shz+C. 
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10. [HE =thr+C, | = = —cothr-C (150). 


sh° 


de VE _ 
11. [in lz _Vr+i |+ C Argshz+c, 


jo 1" [x Vz—1|+C=Argchr+C (Irl>1). 
T— 


12. | _ = =; in | La 


1— x 


+C (Iz1#1). 


Prouvons la formule 3. Comme |x|’ = sgn x et zsgnz=—]|x] pour 


zZÆ0, on a 


Ontz|+ 0) = (DES (#0) 


ce qu'on voulait. 
Prouvons maintenant la formule 11: 


(In|r+Vr+1 + cy = M ERVEEO (= 


IztVyz +1! Vz+1 
Vz+tirty/z+il Va+1 ? 
c.q.f.d. 
Par ailleurs 
dr 
a — oœ Lis 
| Ts — Argshz+C, 


donc, en vertu du théorème 2, 
Argshr-In|r+Vr1 [+ c. 


Or, Arg sh0O=—0, donc 
Infz-Vz+1 [= Argshz (cf. chap. 4, $ 6, n° 9). 


En se servant de la propriété 5°, on peut obtenir les intégrales 
de fonctions plus compliquées. Exemple : 


| sin (ax + b) dr — —— cos (ax + b)+.C. 


Signalons que si la dérivation d'une fonction élémentaire nous 
donne nécessairement une fonction élémentaire, l'intégration d'une 
fonction élémentaire peut nous conduire à une fonction non élémen- 
taire, c'est-à-dire une fonction que l’on ne peut obtenir ni par su- 
perposition de fonctions élémentaires ni par un nombre fini d’opé- 
rations arithmétiques sur des fonctions élémentaires. 
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On a prouvé par exemple que les intégrales suivantes n'étaient 
pas des fonctions élémentaires : 


| e-x dx intégrale de Poisson. 


| cosr°r, | sin x dx intégrales de Fresnel, 


dx 
J Inz 


logarithme intégral. 


cos r ° . ° 
| = dr cosinus intégral. 


[= = dx sinus intégral. 


Ces niégrales existent mais ne sont pas des fonctions élémentai- 
res. Il existe d’autres méthodes pour les calculer. Le sinus intégral, 
par exemple. peut être représenté par une série entière illimitée (cf. 
Chap. 4, $ 16) 


sinr r° 
PROS —- sl 
\ dr = CHI Se TEST mE +. 


$ 2. Méthodes d'intégration 


La formule d'intégration par changement de variable 
frad- | roue wa+c- (et) +c (4 


est essentielle dans le calcul intégral. Dans cette formule on admet 
que x — œ (t) est une fonction continüment dérivable (c'est-à-dire 
possédant une dérivée continue) sur un intervalle de variation de t, 
f (x). une fonction continue sur l'intervalle correspondant de l’axe 
Oz. La première égalité (1) affirme que le premier membre est iden- 
tiquement égal au second si (après intégration! ) on fait la substi- 
tution x — œ (t) et’que l'on choisisse convenablement la constante 
C. Prouvons ceci. Au premier membre de (1) figure une fonction qui 
est une RE de f (x). Sa dérivée par rapport à { est 


Tl@ar=<((r@d) = eue 0. 


Donc, si l’on fait la substitution x — œ (t) dans cette fonction, 
on obtient une primitive de la fonction f (œ (t)) æ’ (t). L'intégrale 
du second membre est par définition une primitive de f (œ (t)) ®’ (4). 
Or, deux primitives d'une fonction diffèrent entre elles d'une cons- 
tante C. C'est ce qui est exprimé dans la première égalité (1). Quant 
à la deuxième, elle revêt un caractère purement formel: on con- 
viendra d'écrire simplement 


| Fe (@)&= | F (0) de (e) (2) 


174 INTÉGRALES INDÉFINIES [CH. 5 
Exemple: 
jerdr=+ | e*"2x dx + C=r(etar+ C= 
2 2 
+ [du+C=+e:C=re+C (=2) () 


La première égalité résulte de 3° du $ 1, la seconde, de (2), la troisièe- 
me de (1) (avec une autre constante), la quatrième, de la formule 4 
du tableau. L’omission de la constante C dans les étapes intermé- 
diaires simplifie les calculs. Ainsi, dans l'exemple précédent : 


| estz dr + |e"2rdz=+ (ext dé= re +C. 


Voici un autre exemple: 7 — [ V a°—z° dr, a>>0. Cette inté- 
grale ne figure pas au tableau. En posant x=asint, on obtient 
V'a—zx=aV1—sint=acost et dr—acost dt. Donc, 


1= | acosta cost dt=a* | costt dt 0? EE 


a? 
—— ns Le ————— 


Or, t — Arcsin + , donc d 
2 . 2 ? 
or _ +- Arcsin + 


HSE 1-(E) +02 Arcsin 2+E Var + C. 


En définitive 
| V a°— x? dr — SVa-r+S Arcsin 2 + C: 


Citons d’autres exemples qui nous seront utiles dans l'intégration 
des fonctions rationnelles : 


dz _( d(z—-a) 1 . 
EC A LS © 
d d(r— 
= | ET = iniz— el + C: (5) 
dz 14 ( d(z/a) _ 1 Zi. ‘ 
Jar jt rires 


dr  (—— 
71—ai 2a (= —— 


4 Ses 
= (Inlz—a|—In|z+al)+C=-—In | Ta + c: 


——) d7= 
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Î dz — | dr EH 
a pz-qg À (z+(p/2)) 


CIC TE) PE np). 
=| GEO 29 C (a Z =0) ; 


dx dx 
Î z+ pr +q =| (+ (2) + (g—(P2/4) — 
a (EN 2 + (PP | 


| d (z+(p/2)) = 
(z+(p/2)}°+a* a 


14+(200 Z + ES) ECS 
q— 


1 2 a 
=+ Arte 02 +c | Ed a): (6) 


Ï dr = | d(z—+(p/2)) 
rt pz+q  J(rz+(p/2)}*--a 
A anal a) : 
= Z+(pDial" C (a Tr — a, a>0); 
(z+p)dz __{ d(+pz+q) x pr - 
z°-+ pr +Q | x? + pr +q = Inl#+ pr+ gl +C: 
[ Az+B_ , =4 | 2z+(2B/4) ,,_ A ( (2:+p)az n 
+pr+qg 2 J +pz+g 2 J z'+pr+q 


T2 J #+pr+0 


(450, D=5(%-p)) (voir (6). 


Le fait important ici, c'est que les intégrales de type (4) à (7), où 
a, À, B, p et q sont des constantes, sont des fonctions élémentaires 
(rationnelles, In et Arctg). 

Passons maintenant à la formule d'intégration par parties: 


À ge : \ d = 
di=+inlé+pr+gl+D| SE, (7) 


ju dr=uv— (vu dr +C (8) 
ou ce qui revient au même 
judv=uv—|vdu+ C. 


On omet généralement la constante C, car le second membre de 
(8) est une intégrale indéfinie. 

Dans cette formule, on admet que w (x) et v (x) sont des fonctions 
continûment dérivables. La validité de la formule (8) résulte du 
fait que les dérivées du premier et du second membre sont égales: 


uv’ = (uv) — vu’. 
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La formule (8) ramène le calcul de l'intégrale Î u du à celui 


de jodu. La méthode d'intégration par la formule (8) s'appelle 
méthode d'intégraticn par parties. 
EXEMPLE {. Calculer fzinzaz. Posons 


u(r)=ln x, du, 
r dr = dr, = [dv (rdr-+. 
Alors 
2 2? d 2 2 
frinrdre Sinr- [EE tinr Etc. 


ExEMPLE 2. Calculer les intégrales 7 — ex sin br dr, I, = 


— (eux cos br dr, où a et b sont des constantes. L’intégrant peut 
être mis de deux manières sous forme d’un produit: u — e"*, dv = 
= sin br dr ou u = sin br, du = e* dx. 

Supposons que 


u =e"*.| du —ae"* dr, ; 
; cos br 
sinbrdr=-dv,| cv — — 5: 


Une intégration par parties nous donne 


ÈS — Le cos br + + [ex cos br dx = — Le" cos br++l. (9) 


Intégrons J, par parties en posant u — e%*, du = cos br dr. On 
obtient 


Ie" sin br — © 1. (10) 


De (9) et de (10), on déduit le système 
1—— 1, = — À 6% cos ba, 


a 1 : 
Titi = —esin br, 
dont la résolution nous donne 


_ asinbr—bcosbr %, __ bsinbr+acosbz 4, 
I — PT e Ce Dee € + C 


EXEMPLE 3. Calculer l'intégrale 7 — | Arcsin x da. 
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1 


En posant u— Arcsinzr, du —.dr, on obtient 


[=xAresinz— | à Aresin x + Vi—r+c. 
— 7" 


ExEMPLE 4. Citons un exemple qui nous servira dans l'intégration 


des fonctions rationnelles. Soit à calculer 7 = [ RO ns où 
est un entier naturel >1eta>0.Ona 
z-2r dx 
| RT _ = | an T2 ir GS a)r 
2x dr : 
En posant u—zx et d= sr » on obtient 
» A 1 T 
ef (se 5 fe): 
d'où 
à dr _ z ,  2k—3 ( dx 


On peut maintenant (si # > 2) reprendre cette procédure pour 
l'intégrale du second membre et abaisser ainsi d’une unité l'exposant 
du dénominateur de l'intégrant. On arrive en définitive à une intégrale 
de la fonction (x° + a*)-! qui, on le sait, est égale à : Arctg LC. 

Donc, pour q — (p*/4) = a* > 0 et k entier naturel. l'intégrale 

dx du P 
(2° + pz + g)h Ï (u* + a*)k Li (2 oo | (11) 
se compose de fonctions élémentaires. 

ExEMPLE 5. Calculer les intégrales 


eb* 


| P, (x) £cosbz dx, 
sin dx 


où P, (x) = a,x" + ... + az + a, est un polynôme de degré n. 
On calcule ces intégrales par n intégrations par parties en posant 
successivement u = P, (x), u = P, (x), ... Les intégrales obte- 
nues se simplifieront, car la dérivée d’un polynôme algébrique P, (x) 
de degré nr est un polynôme algébrique de degré r — 1. 
Les intégrales de ce type se calculent par la méthode des coeffi- 
cients indéterminés. 


Par exemple, | P, (rx) e?* dr est une fonction de la forme 
Qu (x) + C, où Qn (x) = bar +... + bir.+ be. Les coeffi- 


12-0622 
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cients inconnus b,, . .., b, se déterminent à partir de la condition 

(Qn (x) ee Ra cy — P, (x) eb* ou Qx (x) En bQ, (x) = P, (x). 

L'identification des coefficients nous donne b,, ..., b,. On 
s'est servi du fait que deux polynômes sont égaux si et seulement si 
leurs coefficients en les puissances respectives de x sont égaux (cf. 
chap. 4, $ 14, théorème 2). 

Illustrons ceci sur un exemple suivant : 

( (x° + 1)e* dr = (ar + br +cje* +C. 
On a ici 
P;,(2) = +1, Q@ (x) = a + br +, 
les coefficients a, b, c étant à déterminer. On a 
(@: (x) e*)' = [ax + (2a + b)r +b<Lecle = (x +1)e, 
ax® + (2a tb)rz +b+ec— zx" + 1. Donc a = 1, 2a + b = 


d'où 
= 0, b+c = 1. On obtient en définitive 


| (zx°+ 1)e* dr =(x—272+3)e +C. 


$ 3. Nombres complexes 


On appelle nombre complexe un nombre de la forme 
z=a<+bi-a<+ib, 

où a et b sont des nombres réels, à un symbole spécial. Les nombres 
complexes sont justiciables de la notion d'égalité et des opérations 
arithmétiques. Soient deux nombres complexes z, = a, + ib,, z, — 
— &o + ib:. 

1) z, = z, si et seulement si a, = a, et b, = b,; a + Oi = a, 
O0 + bi = bi, 1-i = i. 

2) 2 Æ 22= (Ga Has) + à (bi + b:). 

3) Z1°22 = (@As — bibe) + à (bias + &b:). 


g) tente LG ee (a+ be 0). 


20 air bi ai <- bi 
De 1) et 3) il s'ensuit que 
= 1. : 


Donc, les opérations d’addition et de multiplication introduites 
sont commutatives (2, + 22 — 29 + 2j, Z12o = 222), associatives 
((z1 + 22) + 23 = 2 + (2e + 23), (2129) Z3 = 1 (2:23)), distributives 


((&1+ 22) 23 = 2122 + 2223). | 
De la propriété a + Oi — a il résulte que l’ensemble des nom- 


$ 3] NOMBRES COMPLEXES 179 


bres complexes contient celui des réels. Il est immédiat de voir en 
outre que l'application des opérations arithmétiques 2), 3) et 4) 
aux nombres z, — a; + Oi, z, — a; + Où nous donne respectivement 


. . a : a 
A HA» +0i-—a + a:, aa, + Oi = aa, — + Qi — — (&2 Æ 0). 
2 2 


Le nombre z — a — ib est le conjugué complexe de z. Le nombre 
réel | z | — V a — b? s'appelle module du nombre complexe z. Il est 
évident que z-z — |2 |*. 

Si l'on interprète le nombre complexe z = a + ib comme un 
point M (a, b) du plan xOy, alors | z | est égal à la distance de M à 
l'origine des coordonnées © (fig. 74). 

En introduisant les coordonnées po- 
laires (p, œ), on obtient 


a = pcos p = |z | cos p, 
b — psin = |z|| sin (1) 
(1z21> 0). 


Le nombre complexe z s'écrit alors 
—= p (cos @ + à sin p), (2) Fig. 74 


où p est le module du nombre z, @, l’angle (en radians) du vecteur 


OM avec Ox. Cet angle s’appelle encore argument principal du nom- 
bre complexe z et se note: @ = Arg z (0 < @ << 2x). 

Il est évident que @ — Arg z est une fonction de z, z# 0. On 
introduit encore la correspondance 


p = argz = Argz+2kn (k = 0, +1, +2, ...) 


qui donne toutes les valeurs de @ vérifiant (1) pour z 0 donné. 

Le nombre z — 0 est le seul à ne pas avoir d'argument. par contre: 
on peut le définir comme un nombre dont le module est nul (| z | = 
= (0). 

Arg z s'appelle encore argument sous la forme réduite. I1 y a par- 
fois intérêt à admettre que Arg z appartient à un autre intervalle- 
semi-ouvert [a, a + 2nl. par exemple à [—1x, nf. 

Le nombre a s'appelle partie réelle de z et se note a = Re z, le 
nombre b, partie imaginaire de z et se note b — Im z. Donc 


= Rez+ilIimz. 
Par définition 
eg — cos p +isinp  (—o << p< co). (3) 
Il est évident que e'® est une fonction complexe (c'est-ä-dire à 


valeurs complexes) de l'argument réel p. La fonction e'® est visible- 
ment 2n-périodique: e'(p*°7) — e:#, 


12% 
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Comme | eït | — Vcos® @ + sin* q = 1, le point eïv décrit con- 
tinüment un cercle de rayon 1 centré en z = 0, lorsque œ varie con- 
tinôment sur l'intervalle semi-ouvert [0, 2xf. 

On a les relations 


eilTi+gz) — piTieitz, ei — 


eiy # (4) 
En effet 


e(s1+02) = cos (p; + pe) + à sin (pi + P2) = 
—= (COS p, COS pp, — Sin P, Sin Po) + 
+ à (sin p, cos p: + Sin P; COS 1) = 
— (cos q, + à sin p,) (cas @: + à sin p,) — eiPieivz, 
 _ 
ei  cosy+isiny 
La fonction e&, où z — x + iy est une variable complexe arbi- 
traire. se définit par 


ME do 


e — ee , z2ZÆ0. 
En vertu de (3) on a 
e: — e* (cos y + i sin y). , (5) 


En tenant compte de (2) et de (3) on peut représenter tout nombre 
complexe z par 


z— pes (p >0), (6) 
où p = |z | est unique et 
p = argz = Argz + 2kn (k = 0, +1, +2, ...). 


Les expressions (2) et (6) s'appellent respectivement formes tri- 
gonométrique et exponentielle du nombre complexe z. 

Voici quelques exemples de nombres complexes écrits sous la 
forme exponentielle (on admet que @ = Arg 2): 


7e 9 + i 2 ir/4, 
1+4i-V2 (— Æ Dore -V2e 
i-—O+l-i—eit/2, 1—e0i, 1 — eni, 


Des relations (3) et (4) on déduit immédiatement la formule de 
Moivre 


(cos q + isin p}" = e"® — cos no -+ i sin rg. (1) 
On a aussi 
2132 = |[Z | | 2 | ellou+wz), 
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c'est-à-dire que lorsqu'on multiplie des nombres complexes, leurs 
modules se multiplient et leurs arguments s'ajoutent. 

La conjugaison des nombres complexes jouit des propriétés sui- 
vantes : 


Z1 29 = 21 Æ 29, 2j is, (2)-2Z (2: 0). (8) 
En effet 
(a1 + bii) + (az + bei) = (as + @2) + (bi Æ be) i — 
= (a; + 42) — i (b, + 02) == (a, — bii) + (az — bii) — 
= (a, + bii) Æ (az + boi); 
d'autre part, comme 
pei® — p (cos ç +. i sin p) =: p (cos g— à sin p) = pe-i?, 

il vient 


= pie” ivip.e- iv: — pipi - potiVa = Zy° 29e 


On procède de mème pour le quotient. 

On considère maintenant le problème suivant. Trouver les raci- 
nes n-ièmes d’un nombre a = peï® (p >> 0), c’est-à-dire tous les 
nombres b — reïv tels que b" — a. On a alors r"ein® — peï8 (r, p > O0), 
et par suite de l’unicité de la représentation d’un nombre complexe 
sous la forme exponentielle, il vient p — r", np — 8 + 2kx, k — 
— 0. +1, +2. ... De la première égalité il s'ensuit que r = y p 
(r est la valeur arithmétique de la racine #-ième du nombre stricte- 


ment positif p). On déduit de la deuxième égalité que q = - 
+ (k = 0, +1, ...). 


Les valeurs de @ qui nous donnent des racines n#-ièmes de a dis- 
tinctes correspondent aux nr premières valeurs de X: 


Û 
_— 


l 


D EU. nl) (9) 


n n 


Pour les autres À on obtient des valeurs de @ qui diffèrent de l’une 
des valeurs (9) d’un multiple de 2x. 

Nous avons ainsi montré qu’un nombre complexe a = O possède r 
(et seulement n) racines n-ièmes exprimées par la formule 


va=ÿ/pes—ÿ per (k=0,1,...,n—1), 
où q, sont définis par (9). 
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EXEMPLES: 
37 3 = (5 +<E )i 
1. V1 ei es TT (k=0, 1.2). 
EL d 2RI 


NA D 
2: VAE V e 2 te. 7) (k == 0, 1, 2). 


TT 


Gr———  12,= 1 Fe 9 5 (+) 
3. Viri= ÿ2 Ve — Ve URT 6) (k=0,1,...,5) 


: $ 4. Théorie du polynôme de degré 


On appelle polynôme de degré n une fonction de la forme 


n 
Qn (2) = a+ a2+ ... Han" À aus, (1) 
où a, sont des coefficients réels ou complexes, z, une variable géné- 
ralement complexe, qui peut prendre n'importe quelle valeur com- 
plexe (2 — x + iy) ou, dans le langage géométrique, être un point 
quelconque du plan complexe. 

A tout point z du plan complexe la formule (1) associe un nombre 
Q, (z) généralement complexe. On admettra dans la suite que a, # 0. 
Si Q@, (a) = 0, le nombre a s’appelle racine ou zéro du polynôme 
Qn (2). ' 

En raisonnant exactement comme au début du $ 14 du chap. 4 
pour le cas d’un polynôme d'une variable réelle, on démontre que 
quel que soit le nombre complexe 2,, le polynôme @, (z) se développe 
en une série entière de z — z, et ce de façon unique, c'est-à-dire que 


Qn (= À ba (E— 20)" 


où b, sont des coefficients généralement complexes. Il est évident que 
Q, (20) = bo. Il s'ensuit qu'une condition nécessaire et suffisante 
pour que Z, soit racine de @, est que le terme constant du développe- 
ment de @, en série entière de z — z, soit nul. Si b, = 0, on peut 
mettre Q, sous la forme 


(4 (2) = (2 — Zo) Qn-1 (z), V2, (2) 


où @,, est un polynôme de degré 7 — 1. Réciproquement, si @Q, (2) 

se met sous la forme (2), autrement dit si Q, (z) est divisible par 

Zz — z,. alors z, est de toute évidence un zéro de @,. ° 
Nous avons prouvé le 


Tus£sorsME DE B£zouT. Pour qu'un polynôme Q, (z) possède une 
racine (complexe) z, il est nécessaire et suffisant qu'il soit divisible par 
z — 2. c'est-à-dire qu’il se représente sous la forme (2), où Q, est 
un polynôme de degré n — 1. 
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Supposons que z, est un zéro‘de @,, donc que Q, se représente 
par (2). Si Q,1 (20) 0, le théorème de Bézout appliqué à Q,, nous 
dit que @,_, (z) n’est pas divisible par z — z,. On dit alors que z, 
est une racine (ou un zéro) simple de Q@,. Supposons maintenant que 
Qn-1 (co) = 0. Le théorème de Bézout appliqué à @,, (z) nous dit 
que ce dernier est divisible par z — z,. On obtient donc: @, (z) = 
— (2 — 29) Oh. (2), où @,-2 (2) est un polynôme de degré nr — 2. 
Si Qh_» (20) Æ 0, on dit alors que z, est une racine (ou un zéro) double 
ou de multiplicité 2 de Q,. D'une façon plus générale, si 


Qn (2) = (z — 20) Qn -s (2); Qn=: (20) Æ 0, SK n, 
on dit alors que z, est une racine (un zéro) de multiplicité s. 


On a le théorème d’existence d’une racine complexe d'un poly- 
nôme. 


THÉOREME FONDAMENTAL. Tout polynôme de degré n possède une ra- 
cine complexe au moins. 


Nous glisserons sur la démonstration de ce théorème. 
Voici un corollaire important. 


CoRoLLAIRE. Un polynôme Q, de degré n, dont le coefficient domi- 
nant a, = Ô, possède n racines complexes compte tenu de leur multipli- 
cité, autrement dit 


Qn () = an G—2)1(z— 2)... (2 — 21, (3) 
PFPet..- +pi=n, 
où Z,, .- -., 2, sont des racines distinctes de multiplicités respectives 
Par + - + Pi: 


DÉMONSTRATION. D'après le théorème fondamental. le polynôme Q, admet 
au moins une racine. Soient z, cette racine et p, sa multiplicité. On a 


Qn (2) = ( — 21) Qn -P1 (2), Qn -]'1 () # 0. 


Si n — p, = 0, c'est-à-dire que p, — n, alors nécessairement Q,_;, (2) — 
= an et le théorème est prouvé. Dans ce cas, @, (:) = an (2 — =)". 

Si p1 < », alors @,-_», (:) est un polynôme de degré n — p; non divisible 
par z — =, dont le coefficient dominant est différent de zéro. On peut lui ap- 
pliquer le théorème fondamental qui dit que @,-p, (:) possède une racine com- 
plexe. Désignons cette racine par z. et sa multiplicité par p.. On obtient en 
définitive 

Qn ) = ( — 2) (2 — 22) PQ -p4-p9 (2) 
(Qn-p4-12 (2j) 5 0, j = 1, 2). 


Si r — py — pe = 0, alors Q, -p,-», © = an. Sinon, on poursuit le pro- 
cessus. Celui-ci s'achève au bout d'un nombre fini (<n) de pas et l’on obtient 
la formule (3). Si dans le second membre de (3) on substitue à = un nombre 
différent de :,, . .., =. on constate qu'il ne s’annule pas. Ceci montre qu’il 


n'existe pas de racines autres que celles trouvées et la représentation (3) est 
unique. 
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$ 5. Polynôme réel de degré nr 
On dit qu’un polynôme 


Qh (2) 2 axz” (a, F 0) (1) 


est réel si ses coefficients a, sont réels. 
LEMME. Pour tout polynôme réel Q, (z) on a 


Qn(z)=Qn(ch Vz. 


DEMOXSTRATION. Pour prouver ce lemme on se servira des égali- 
tés (8) du $ 3 et du fait que a; = à, si a est réel. 
On a 


c.q.f.d. 


TasoreuEe. Siz, = «à + if (BP 0) est une racine complexe de mul- 
tiplicité v d’un polynôme réel Q,, alors il en est de mème de z,9 = a — 
— ip et 


Qn (7) = 1 — x) + BPQu-av (2), " () 


Où Qhn_2v (2) est un polynôme réel de degré n — 2v ne s’annulant pas 
pour 3 = 20 et z — 25: 

D'EMOXSTRATION . Supposons que z, = & + if (B Æ 0) est une 
racine de Q,. Alors il en est de même de z, = & — if. car en vertu 


de (2) @, (Z0o) = @n (20) = Ô = 0. Les nombres 2, et z, ne sont pas 
égaux et ©, (z) est divisible par 


G— a — ip) (5 — @ + 1) = (2 — a) + PE. G) 
Qn (2) ou [(z — a) sa p°] Qn-» (2), 


où @,_: (z) est un polynôme de degré r — 2 qui est évidemment réel. 
En effet, le quotient de deux polynômes réels est un polynôme réel. 
Si z, est une racine de @, de multiplicité v, et v > 1, alors 3, est 
une racine de @,. de multiplicité v — 1. Donc on peut, en repre- 
nant les raisonnements précédents. représenter @, -, (z) par le produit 
de (4) par un polynôme réel Q@, ., de degré r7 — 4. En effectuant cette 
opération v fois on obtient la représentation (3), où @, ., (z) est un 
polynôme réel de degré nr — 2v ne s’annulant pas en 2,. Alors 
Qn _av (20) 0. En effet, si z, était racine de @, .,, il en serait de 
même de 2,. 


Donc 
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TH£ÉOREME 2. Tout polynôme réel Q, (2), dont le coefficient domi- 
nant a, Æ Ô, peut être représenté par un produit de la forme 


Oh (2) —‘üh (z TE: c) 2 (z—c,)"r [(z— &,)° + Bi" | 


Ga +8 a, [LG [Ga +R 6) 
où B>0m+...+u a 


sont les racines réelles de ©. de multiplicilés respectives 1, . .., p,, et 
1 H Bii, - - ., à, + Bi les racines conjuguées complexes de Q, de 
multiplicités respectives V1, . .., vV,. 


REMARQUE . Les polynômes réels du second degré de (5) peuvent 
être mis sous la forme: 


G— a) + B$ = 2 — 2ays + (ai + Bi) = 2° + pis + q5. 
p; = —2a;, qj = ai + fi. 
Donc, la formule (5) peut s’écrire encore 


On @)— a [lc IT (+ p55+ 99", (5) 


où z° + p,z + q, sont des polynômes réels du second degré de racines 
complexes a; + ip, (B;> 0, pi — 4g; = —4f5 < 0). 


DEMONSTRATION. D'après la formule (3) du $ 4 


On ()= Île) Qu (2) 


où Qh (z) est un polynôme réel de degré m = nr — pu, —. — Le 
Si m = 0, alors de toute évidence Q,, (z) = a, ; dans le cas général, 
on applique successivement le théorème 1 aux racines complexes de 


_. 

Signalons que le théorème fondamental n'affirme que l'existence 
d'une racine (généralement complexe) d'un polynôme de degré n, 
il n'indique aucune méthode pour trouver cette racine dans le cas 
général. Ce théorème se démontre par les méthodes de l’analyse mathé- 
matique. Nous passerons sur cette démonstration, car elle est inti- 
mement liée à la théorie des fonctions d’une variable complexe. 

Il existe des formules pour la résolution des équations générales 
du second, du troisième et du quatrième degré. Abel !) a démontré 
qu’il n'existait pas de formule générale pour la résolution d'une 
équation de degré n > 4, c’est-à-dire que les racines de l'équation 
ar +... + az +ays = 0 (a, 0) ne s'expriment pas en 
fonction des coefficients az. 


1) Niels’ Henrik Abel, illustre mathématicien norvégien (1802-1829). 
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$ 6. Intégration d'expressions rationnelles 


On appelle fonction ou fraction rationnelle le quotient de deux 
polynômes algébriques 


_Pm(z) 
= » (1) 
Pm (x) —= b, + biz + ue + b,z", 
Qn (x) = da +ar +... +a,zx”, 


b,, a, A0, m>0, n >. 

On conviendra que la fonction rationnelle f est réelle. c'est-à-dire 
que P,, et Q, sont des polynômes réels. On admettra de plus que z 
est une variable réelle. 

Les fractions rationnelles de la forme 


A A Az:B 
nt Gen (Ah ” 
Act+B : 5 
ru 29. 


où À. B, a, p, q sont des nombres réels, À un entier natural, et le 
trinôme du second degré 2° + pr + q ne possède pas de racines 
réelles, s’appellent éléments ou fractions simples. 

Au $ 2 on a montré comment on calcule les intégrales de frac- 
tions simples (voir (4), (5), (6), (7). (11) du $ 2). 

Soit à calculer Se tn indéfinie d'une fraction rationnelle 
f (x) (voir (1)). Sim > n, une division ordinaire nous donne la partie 
entiere de f: 


Ps (r) 


Qn (zx) 


L'intégration du polynôme ne posant pas de difficultés, le pro- 
blème se ramène à l'intégration d’une fraction rationnelle dont 
l'exposant du numérateur est inférieur à celui du dénominateur. 

On admettra de ce fait que la fraction rationnelle f (x) est propre, 
c'est-à-dire que l’exposant du numérateur est inférieur à celui du 
dénominateur (m << n). 


f(x) =un polynôme + (m,<n). 


TH£oR£ME . Supposons que le dénominateur d'une fraction ration- 
nelle réelle propre se représente par la formule (5°) du $ 5: 


Qu (x) = an (r— ct ... (x — c,)ur (2° + piz + qi ... 
CR 2 per + gs). 
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A lors la fraction (1) se représente d'une façon unique par une somme 
de fractions simples: 


Pmiz) __  AÀ,,; À, Ai. u 
Qn (x) EE (r—c,)"1 (z—c,)#17! + . . + I—C] + 


A 
A;.: Ar. » se Pur. 
H un, — 1! di 2 6 | 
(T— cr) 7 (x—c,) ? 
B;.1T7+Ci.; B,.2T+Ci. re + BivrtOiv 
(+ pr + qi)" (+ pir+ qi"! | T° + PT + 
B:. T+Cs. 1 de Bx, oT+Cs. L + B,, VTC, Ve (3) 

l és 22 + par +s ? 


(+ per qu) (24 per gs) 7 
où À, B et C (affectés de leurs indices respectifs) sont des constantes. 


Ce théorème affirme que pour toute fraction rationnelle réelle 
propre il existe des constantes À, B et C (affectées de leurs indices 
respectifs) telles que l’on ait (3) pour tous les x sauf pour les valeurs 
Z — C1. ..., © pour lesquelles les deux membres de (3) ne sont 
pas définis. Nous passerons sur la démonstration. 

Ilustrons ce théorème sur un exemple. Le théorème nous dit que 


2134-2®4-r12 À, A, Mr! N L 
Get) 71 Gt ssl () 


où À,, À: M et N sont des constantes bien définies. Pour les 
trouver on réduit (4) au dénominateur commun, puis on égale les 
numérateurs du premier et du second membre : 


28 + tr+2—= A, (r—-1)( +r +1) - 
LA (Et +z+1)+(MztN)(c—1ÿ. (65) 


En chassant les parenthèses dans le second membre de (5)et en 
réduisant les termes semblables (voir chap. 4, $ 14, théorème 2), 
on obtient : 


2—A,+M, 
1=A+N-2M, : 


2 =- — À,-+ A, + N. 


On a un système de quatre équations linéaires à quatre inconnues 
A1. 4: M, N. D'après le théorème ci-dessus ce système admet 
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une solution unique: À, = 1, A, = 2, M — N = 1. Donc 


EE , (7) 
(z— 1) (x + z-F1) z—îi (z— 1): +r—i 
Et 
223 +zrt-tr+2 
2x — 1 


2 ——_—_—— 1 
—= — — —— - - —— —— © 
Infz—1—-——+ InVz'+r:1+ TE Arctg TE + C 

REMARQUE 1. L'égalité (5) est vérifiée pour tout x 1. Elle est 
donc aussi vraie pour x = 14, car les fonctions du premier et du 
second membre sont des fonctions continues de x. En faisant z — 1, 
on obtient 6 — 34,, d'où À, == 2. Si l’on fait x — 0, on a 2 — 
— —A, + 4, + N, d'où V = À,. Ces résultats simplifient beau- 
coup la résolution du système (6). Si une telle situation se présente 
en pratique. il faut en tirer parti. 

REMARQUE 2. En principe. l'intégrale de toute fraction rationnelle 
peut être exprimée par des fonctions élémentaires. En pratique on 
ne peut intégrer entièrement (1) que si l’on connaît toutes les racines 
de @, et leurs multiplicités. On a signalé au $ 5 que cela n’était pas 
toujours facile. Aussi aurons-nous besoin de divers artifices pour sim- 
plifier l'intégration de la fraction rationnelle (1). 

De ce point de vue la méthode d'Ostrogradski !) présente un 
intérèt indéniable. 


CE dr ‘4 r+i 
ee 19 CE 9 _— 
dr= | ET +2 | G mr el dx — 


$ 7. Intégration de fonctions irrationnelles 


L'intégration de fonctions simples non rationnelles soulève de 
gros problèmes mème si les intégrales de ces fonctions existent. 
Nous allons traiter des cas où un changement de variable permet 
de ramener l'intégration d'une fonction irrationnelle à celle d’une 
fonction rationnelle. 
: Soit: À (x, y) une fonction rationnelle de x et de y. c'est-à-dire 
une fonction que l’on obtient par des opérations arithmétiques sur 
x et y. Par exemple 


ns 
R (x, D) = est une fonction rationnelle, 
f(x, y)=Vr+y + est irrationnelle. : 
mat —b 
I. Calculer ÎR (7, LV’ ee) dx, où a. b, c et d sont des 
cz-|-d 


constantes, m, un entier naturel, ad—bc=Æ0, Rx, y). une fonc- 
tion rationnelle. 


1). V:. Ostrogradski, illustre mathématicien russe (1801-1861). 
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Une fonction de la forme R'(z. y =+) s'appelle fonction 
homographique irrationnelle. 
Montrons qu'on peut ramener son intégration à celle d’une fonc- 


. : m “ artb 
tion rationnelle par le changement t— }/ —— . En effet, "— 
‘ - 4 e * b— dtn 
Æ = , d'où T=—5—. est une fonction rationnelle de t. 


D'autre part, 


mimi [ad— bc] 
dr = me dt. 


Donc 
[R (x. Ua VTT) ar = 


cr+d 
=(r (—, t) mirage 20) dt -- | R,(t) dt, 


TE (cm a): 


où ÆÀ,(t) est une fonction rationnelle de t que nous savons inté- 
grer. 


| | 1 sf A . 
EXEMPLE f. Calculer | CERTES V = az. Ici 


R(z, y)= = 
En posant 
3 r—i 
z—1 —h 
on obtient 
__ #41 _ —Grdt 2 
11° d (13—41)2 ? z— 1 15—1 
Donc 
1 V2 : — Gi (3—1) ,, 
ER +" ar= \: ne à = 
_ 3 | ” k 3 PES \* 
= |j6dt= 5 +C=—+( =) +C 
EXEMPLE 2. 


dx 
HAL == rl 
== | (; z)?+ (y z)° =(Y/ x ) 
615 dé —. h 
m6 | (—1t+1)dt-In|1+t|= 
= 23— 34 6t—In|1+t|+C. 
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II. Calculer | R (zx, V'ax° + bx + c) dx, où a, b et c 


sont des constantes. 
Si le trinôme azx° + br + c possède des racines réelles x, et x, 
alors ax° + br + c— a(x — r;) (x — r.) et l'intégration de 


R(z, Vañ+ér+c)-R(z, Gr =Ee)= 


se ramène au cas Ï. 

On admettra donc que ax* + bx “+ c ne possède pas de racines 
réelles et a > 0. On ramène l'intégration à celle d’une fonction 
rationnelle au moyen de la substitution d’Euler !): 

= V ar: +—brz+ec-_t rV a. 
D'où 
ax+br+c—t--2r V at+ax!, 
c'est-à-dire que 
___  #—c 
OX Va+b 
est une fonction rationnelle de t. Donc, il en est de même de 


Var+hrte=t-sVast- Va 
et 
| R(z, Var +br+c) dr = | R,() dt. 
REMARQUE. Si a<0 et c>0 (ar? +br+c>0), on fait la substitution 
Var +br+e=rt+Ve. 
ExEMPLE 3. Calculer | V'a+ r° dr. 
Le binôme ne possède pas de racines réelles. Donc on pose 


t°— a 


t—Vr+a+xr, x + a? —={—2tr+r, zx DT 


et 


21 


Vr+ta=t—1- 


1) On peut utiliser cette substitution dans le cas de racines réelles pour 
a > 0 sur l'intervalle où azx° + br + c > 0. : 
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D'où 


Ainsi donc, 


[Vraie [RÉ a [44 Ja 


2 t” 2 — aÂ 
=< In lé] ACCES lt+i +C= 
=+Infs+Vése | +SVr+e+c. 


II. Intégration d'expressions de la forme 
R (cos x, sin x). 

On ramène l'intégration à celle d'une fonction rationnelle par 
la substitution t — tg (x/2) (x E ]—n, xl) dite substitution univer- 
selle. En effet, 


2tg(z/2) __ 2 —tg° (7/2) 4 —!2 


SES TE Tr? SES LUE GR) SLT 
z--2Arctgt, dr er : 
donc 
| R (cos x, sin x) dz=(R(IE, +) = {20 dt. 


Si la fonction R (x, y) est paire ou impaire en x ou en y, on peut 
se servir d'autres substitutions. 

Soit 

\__ Plu. v) . | en 
R(u, 1 RIT (u=cosx, v=sinx), 

où P et Q sont des polynômes de u et de v. 

1) Si l’un des polynômes P et Q est pair en v'et l’autre impair 
en v, on fait la substitution { = cos x. 

2) Si l’un des polynômes P et Q est pair en uw et l’autre impair 
en u, on utilise la substitution t = sin zx. 

3) Si P et Q: a) ne changent pas quand on remplace uw et vres- 
pectivement par —u et —v, ou b) changent tous deux de signe, on 
se sert alors de la substitution { = tg x (ou t = cotg zx). 


EXEMPLES: 


UE #1+C=imltes|+c. 


Sin z 
sin 7 ° sin? zd (cos z 4—cos°r 
cost z cost z cost r 


—=({= cos x) = — — dt. 
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ee is S ° ? 
On a Ru, v)=-=7, c'est-à-dire que le numérateur est 


impair en v et le dénominateur, pair en cv. On a affaire au cas {). 


3. [= 
“+ J'atcos r +06 sintz  J(a*+ ht tg*r) cos z 
"dt 
tune] 


On a P{u,; rc) =1et Q (u. v) = au? + b'r*. On se trouve dans 
le cas 3a), car P et Q ne changent pas quand on remplace w et r 
respectivement par —u et —v. 


CHAPITRE 6 


INTÉGRALE DÉFINIE 


$ 1. Problèmes introduisant la notion d’intégrale définie. 
Définition de l'intégrale définie 


a) Soit donnée sur un intervalle {a, b] (a et b sont finis) une fonc- 
tion f (x) continue positive, dont le graphe est représenté sur la 
figure 75. Posons le problème suivant : définir la notion d’aire de la 


Fig. 75 


figure limitée par la courbe y = f (x), l'axe Ox et les droites x = a 
et x = b, et calculer cette aire. Ce problème se résout de la manière 
suivante. Divisons [a, b] en rx parties par les points 


a = TL Lee LEn = bd, (4) 
choisissons dans chaque intervalle partiel 
(xs, tysl GO —=0,1,..., nr — 1) (2) 


un point arbitraire E;, calculons les valeurs de f aux points E; et 
formons la somme: 


n-1 


Sn = À, f(8;) Az; (Az; = Li+i — T;) (3) 


que nous appellerons somme de Riemann. Cette somme est de toute 
évidence égale à celle de tous les rectangles hachurés (cf. fig. 75). 


13-0622 
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Faisons tendre tous les Az, vers 0 de telle sorte que le plus grand 
Az, tende aussi vers 0. Si la quantité S, tend vers une limite S ne 
dépendant pas de la subdivision (1) et du choix des points E,, il 
est naturel d'appeler la quantité S aire de La figure mixtiligne. Donc, 


n—1 
S= lim 2f(E)4z, (4) 
maxAx 0 3=0 

Nous avons ainsi défini l’aire de la figure mixtiligne. Il se pose 
aussitôt la question de savoir si une telle figure possède une aire, 
autrement dit de savoir si la somme de Riemann S, tend vers une 
limite finie pour Az, —+ 0. On montrera dans la suite que la réponse 
est positive: toute figure mixtiligne correspondant à une fonction 
continue f (x) possède bien une aire au sens défini plus haut, exprimée 
par un nombre S dépendant de cette figure. 

La deuxième question concerne l'adéquation d'une telle défi- 
nition de l’aire. Disons que la pratique a complètement justifié 
cette définition et nous aurons d'ailleurs maintes occasions de nous 
en convaincre. 

b) On demande la masse d’une tige non homogène portée par 
un axe Oz et dont une extrémité se trouve au point d’abscisse a 
et l’autre au point d’abscisse b (b > a). 

Supposons que la densité de répartition de la masse le long de la 
tige est une fonction continue de z: p (x). Soit une subdivision de 
l'intervalle [a, b]: a = x, << z, <...<z, = b. Choisissons un 
point E; quelconque dans chaque intervalle partiel [x;, xz;+.1. 

La fonction p (x) variant peu sur l'intervalle [x;, xz;4.,], on peut 
admettre que la masse de la portion [x;, x;+.,] de la tige est approxi- 
mativement égale à p (&:) Azx;, où Az; = Zi, — xi. 

La masse totale m de la tige est approximativement égale à 

n—1 


P (£o) Ato+P (Es) Ati + ... + P (En) Ath = 2, P &n) Atye 


La masse exacte est de toute évidence la limite de cette expres- 
sion lorsque le plus grand intervalle partiel tend vers zéro, soit 
n—1 
m= lim À p(t) Are (4) 
maxôx,—+0 i=0 
Les deux problèmes envisagés nous ont conduits à une même 
opération mathématique sur des fonctions d’origine différente défi- 
aies sur un intervalle [a, b]. Nous rencontrerons beaucoup d’autres 
problèmes concrets dont la résolution se ramènera à une opération 
identique sur une fonction définie sur un intervalle fermé. Cette opé- 
ration s'appelle intégration d’une fonction sur un intervalle fermé. 
Le nombre ainsi obtenu s’appelle intégrale définie d'une fonction sur 
un intervalle fermé. 
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DeériniTioN 4. Soit donnée une fonction f sur un intervalle [a, b]. 
Partageons (a, b] en intervalles partiels avec les points arbitraires 


= TZ LL La Lee. L'En = b. 


On dira qu’on a effectué une subdivision R de l'intervalle [a, b]. Pre- 
nons un point arbitraire E; € [x;, z;+.l et formons la somme 
n—1 


Or —OR (f) — 2,1 En) Ar; (Az;=zx;;;—7;), 


appelée somme de Riemann de la fonction f attachée à la subdivision R. 
Désignons par 


Âr= max Az; 
0<i<n-1 
et appelons pas ou module de R le plus grand des intervalles partiels 
Tjs Tj+al. 
La limite (si elle existe) de la $omme de Riemann oh quand 8 —+ 0 


s'appelle intégrale définie de la fonction f sur l'intervalle (a, b] et 
se note 


n— 1 


Ju oe= lim, D Gj4r,= | 140 dx (a<b) (5) 


Le nombre a s'appelle borne inférieure, le nombre b, borne supé- 
rieure de l'intégrale définie. 
La définition 1 est équivalente à la suivante. 


DeriNiTION 1”. On appelle intégrale définie d'une fonction f sur 
un intervalle (a, b] le nombre I possédant la propriété suivante: pour 
tout £ >> 0 on peut erhiber un nombre 8 >- 0 tel que pour toute subdi- 
vision R de [a, b] de pas 


Àp = A Az, << Ô 


on ail 
n- 1 
|on—11— à fs) Az; —1l<e 


quel que soit E, E [x;, zj+1l. 


La notion d'’intégrale définie telle que nous venons de la défi- 
nir a été introduite pour les fonctions continues par Cauchy et dans 
le cas général, c'est-à-dire pour les fonctions non nécessairement 
continues, par Riemann !). La limite (5) s'appelle intégrale de Rie- 


1) Georg Friedrich Bernhard Riemann, éminent mathématicien allemand 
(1826-1866). 


13° 
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mann et la fonction pour laquelle cette limite existe fonction inté- 
grable-Riemann. 

Si une fonction f est continue sur [a, b], on verra que la limite 
(5) existe toujours pour elle. 

On dit aussi qu’une fonction continue sur {a, b] est intégrable- 
Cauchy sur la, bl]. 

En a) nous avons défini (cf. fig. 75) l'aire d'une figure mixtiligne 
limitée par le graphe d’une fonction continue y = f (x) > 0, l’axe 
Oz et les droites x = aet x — b. Nous pouvons dire maintenant que 
l'aire de cette figure est égale à l'intégrale définie de f sur [a, b]: 


b 
S = | f (à) dx. 


Nous pouvons dire encore que la masse de la tige étudiée en 
b) est égale à l’intégrale définie de la densité linéaire p (x) sur [a, b]: 


b 
m=\p (x) dx. 


Ainsi, l'intégrale définie d'une fonction f sur un intervalle [a, b] 
est par définition la limite de la somme de Riemann (5) lorsque le pas 
de la subdivision R tend vers zéro. 

Dans cette définition qui désormais n’est plus liée à la recherche 
d'une aire. la fonction f n’est pas nécessairement continue et positive 
sur [a, b]. Signalons que cette définition n’affirme pas l'existence de 
l'intégrale définie de toute fonction f définie sur [a, b], c’est-à-dire 
l'existence de la limite (5). Elle dit seulement que si cette limite 
existe pour une fonction donnée sur [a, b], elle s'appelle intégrale 
de f sur [a. bl]. 

A noter encore que lorsqu'on dit que la limite 7 existe, on sous- 
entend qu'elle ne dépend pas du pas de la subdivision de {a, b]et 
des points E;. 

Le calcul direct d'une intégrale définie à l’aide de la formule (5) 
soulève de grosses difficultés dans la mesure où les sommes de Rie- 
mann de fonctions parfois peu complexes prennent des proportions 
démesurées qui compliquent la détermination de ces limites. En tous 
les cas on n’a pas encore réussi à mettre au point des méthodes 
générales de calcul dans ce domaine. Il est intéressant de noter que 
c'est Archimède qui le premier a résolu des problèmes de cette 
nature. Il a en effet calculé l’aire d’un segment de parabole par des 
raisonnements qui rappellent vaguement la méthode actuelle des 
limites. Au fil des siècles de nombreux mathématiciens se sont pen- 
chés sur le calcul d’aires et de volumes de figures. Au XVII® siècle 
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encore la position de ces problèmes et les méthodes de leur résolution 
revêtaient un caractère particulier. Il faut attendre Newton et 
Leibniz !) pour voir enfin se dessiner une méthode générale de réso- 
lution. Ils ont montré que le calcul de l'intégrale définie d’une fonc- 
tion pouvait se ramener à la recherche d'une primitive de cette 
fonction. 

On a indiqué plus haut qu'une fonction continue sur [a, b] était 
intégrable sur [a, b]. Ce fait sera justifié au $ 7. 

On démontrera de même qu’une fonction monotone sur [a, b] 
est intégrable sur [a, b]. On rappelle qu’une fonction monotone peut 


Fig. 76 


posséder des discontinuités en nombre fini ou dénombrable (voir 
théorème 2 du $ 4, chap. 3). 

La figure 76 représente le graphe d'une fonction y — f (x) définie 
sur un intervalle [0, a]. Cette fonction est continue sur [0, z.l, 
décroissante sur [x,, x.]l et croissante sur {x,, al). Elle est donc inté- 
grable sur chacun de ces intervalles et par suite sur l'intervalle 
[0, al tout entier en vertu de l’additivité de l’intégrale (voir $ 2, 
théorème 3). 

Donc, si un intervalle [a, b] de définition d'une fonction y — 
— f (x) peut être partagé en un nombre fini d'intervalles partiels 
sur chacun desquels cette fonction est continue ou monotone, alors 
elle est intégrable sur [a, b]. 

Newton et Leibniz ont prouvé un théorème liant deux notions 
fondamentales de l’analyse mathématique : l'intégrale et la dérivée. 
Ce théorème s'exprime par la relation (dite formule de Newton- 
Leibniz) 


b 
F()—F(a)= | f(x) dr, (6) 


*) Isaac Newton, génial mathématicien et physicien anglais (1643-1727). 
Gottfried Wilhelm Leibniz, illustre mathématicien allemand (1646-1716). 
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où f (x) est une fonction continue sur [a, b], F (x), une primitive 
de f(x) sur [a, b]. 

En résumé, pour calculer l'intégrale définie d'une fonction con- 
tinue sur un intervalle (a, b], il faut connaître une primitive F (x) 
de f et calculer la différence F eo) — F (a) des valeurs prises par F (x) 
aux extrémités de l'intervalle (a, b]. 

On déduit sans peine la formule (6) si l’on sait qu’une fonction 
f (x) continue sur [a, b] est intégrable sur [a, b] et qu’elle possède 
une primitive F (x). 

Soit À une subdivision quelconque 


a = TD LL... CEn = D 
de l’intervalle [a, b]. Alors (voir justifications plus bas) 


P()—F(a)= F2) F(r0) = Far) — Fan) + Fu) — ee. 


n- 1 
Fm) + F (x) —F(xo) = 2 LE (zu+s) — EF (x2)] = 
ni ni b 
=D FE) (m-m)= D f@nam— (rar, (1 
=0 Rk=0 a 


d'où la formule (6). 


Dans la quatrième égalité (7) on s’est servi du théorème des 
accroissements finis 


F (zn+1) — F (x) = EF" (Ex) (Zr+1 — Th), 


où Ex E ]z,, zr+1l. La dernière relation résulte du fait que la fonc- 
tion f étant continue sur {a, b] est intégrable sur [a, b] et par suite 
l’une quelconque de ses sommes de Riemann, et en particulier celle 
obtenue en appliquant le théorème des accroissements finis, tend 
vers l'intégrale définie de f sur [a, b] lorsque Àr —+ 0. 


On a le 


THÉORÈME. Une fonction non bornée sur un intervalle [a, b] n'est pas intégrable 
sur cet intervalle. 


Donc, pour qu'une fonction f soit intégrable sur un intervalle [a, b] il est 
nécessaire qu'elle soit bornée sur cet intervalle. 

Cependant, cette condition n'est pas suffisante. 

EXEMPLE. La fonction 


4 si z est rationnel, 
—1 si z est irrationnel, 


v()={ 


est bornée: | 1 (r) | — 1, mais pas intégrable sur tout intervalle [a, b]. 
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En effet, si les points E£, figurant dans la somme de Riemann de Ÿ (zx) 
sont rationnels, alors 


nt 


n—i1 
OR= 9 Y(Ej) 2 1-Az;—=b— a. 
= 


F0 


Si les points £, sont irrationnels, alors 


n—1 
OR = > (—1) Azy= —(b—a). 
J=U 


La somme 6R n'étant pas la même dans les deux cas, la fonction n'est pas 
intégrable sur [a, b]. | 
DÉMONSTRATION DU THÉORÈME, Soit 


1 


OR= D) f (Es) (zis1 — 21) 
i=0 


une somme de Riemann de la fonction f attachée à la subdivision R: a = 
= 2 <<... <2n = b. Si l'on admet que la fonction f n'est pas bornée 
sur [a, b], elle le sera nécessairement sur un intervalle partiel, pour fixer les 
idées, [z5, zigbil. Figeons EE [xs, z4+1l pour tous les i & & et supposons 
provisoirement que £;, est variable. Le terme f Gio (zi0+1 — Zi) n est pas 
borné sur [z,,, z1,+1], quant à la somme des autres termes, ell® est égale à un 


nombre bien défini. Donc, | GR | peut être rendue arbitrairciuent grande par 
un choix convenable du point £,, et la fonction / ne sera pas intégrable sur (æ b]. 


En effet, si une fonction est intégrable sur [a, b], ses sommes de Riemann sont 
bornées quel que soit E:. 


Dans la suite, on introduira la notion d’intégrale impropre et 
l'on verra que certaines fonctions non bornées sur un intervalle fermé 
borné admettent des intégrales impropres. | 


$ 2. Propriétés des intégrales définies 


On étudie dans ce paragraphe les propriétés des fonctions inté- 
grables. On a signalé plus haut que les fonctions continues et mono- 
tones sur un intervalle [a, b] étaient intégrables sur cet intervalle. 
Ce fait sera prouvé au $ 7. 


Tu£soreMe 1 Si M est une constante, alors 


b 
[M ar=M(b—a). (1) 
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En effet, quelle que soit la subdivision R de {[a, b], la somme de 
Riemann de la fonction f (x) = M est égaleŸà 


n—1 n—1 
= 2 MAx;=M 2, 4t= MG). 
D'où 


lim cr —M(b—a). 
A0 


THÉORÈME 2. Pour la fonction 


0, z€Efa, b]l. rc, 
À, Z—=C; 


Ÿe(r) = 


on a 


b 
| Ye(z)dr = 0. 


En effet, considérons une {subdivision À de [a, bl: 
ALL... LIn = b. 


L'un des intervalles semi-ouverts, disons [r», 7m+1!. contient le point c. Donc 


ni 
OR (Ÿe) 2 4e (En) AZk = Ve (Em-1) ATm-1 + Ÿe (Ëm) AZm 
=0 


(les autres termes sont manifestement nuls). Comme | #.(x) | < | 4 |, alors 


I Gr (be) | < | À | (Azm-1 + Arm) — 0 
pour Àr—+ 0, c.q.f.d. 


THEOREME 3. Siune fonction f est intégrable sur chacun des inter- 
valles [a, c], [c, b] (a << c << b), elle le sera sur [a, b] et 


b c b 
Fra) dz= | f(x) de+ | (dx (2) 
(additivité de l'intégrale définie). 
DEMONSTRATION. Soit une subdivision À de [a, b]: 
R0—= Gene... 7 — D: 


On admettra que c est confondu avec un point de R: zm = c. Alors 
R induit sur {a, cl et [c, b] les subdivisions R, et R,: 


R:a=fn<n<...<1m=e, 
Re: C= Im <Emn Le. : CE = 0, 


82 PROPRIÊTES DES INTEGRALES DÉFINIES 201 
et 
n— 1 m— 1 n— 1 
OR — 2 f (6s) Az, = Ê Î (È;) Az;+ 2 Î &;) ATj=0R +0. 


Supposons que 


Âr= max |Ar,|—-0. 
0LjiSn—1 


À fortiori Ars—>0 et Ar, >0. Et par suite 


c b 
lim oR—= lim or, de lim AS = | f (x) dx + | f (x) dx. 
An—0 kn,-0 R27 a c 


Cette relation a été établie pour des À contenant le point c. 
Elle est alors valable pour toute R (voir lemme plus bas). Donc, 
b 


l'intégrale ( f (x) dx existe et l’on a (2). « 
Par définition, d 


f(x) dr =0, (3) 


LE | f (x) dz, (4) 


où f est intégrable sur [a, ëL 

Il est immédiat de voir que, eu égard à (3) et à (4), la relation (2) 
est valable quels que soient a, b et c, pourvu que 1 soit intégrable 
sur le plus grand des intervalles [a, b], (a, c], {c, b 

Si par exemple c << a << b, le théorème 3 nous dit que 


[sde = À sas + À jan 


ou 
b 


(ra fya( je | jac+ (ae, 
et l’on obtient (2). 


THREOREME 4. Si des fonctions f\ et f, sont intégrables sur [a, b] 
et À et B sont des nombres arbitraires, alors 


[an+ Bipaz= Al part 8 (fa. (5) 
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En particulier, pour B = 0, on obtient 
b b 
f'Afidz= A fie, 6) 
a a 


relation qui exprime qu'on peut sortir un facteur constant du signe 
d'intégration. 
Pour À = 1 et B = +14, on obtient 


(oisroe- [fer + (par. (1) 


DEMONSTRATION. Pour une subdivision À arbitraire, on a 


n—i 
fi (85) Az; +B à f (E,) Axe 


De là, en passant à la limite pour Àr —+ 0, on déduit l'égalité (5) 
qui, de toute évidence, est valable pour b < a aussi. 


n—1 
2 


0 


n — 


1 
= [Af: (65) + Bf2 (E;)] Az; = À 


0 ; 


TasoreME 5. Une fonction f étant intégrable sur (a, b], si l'on pose 
f1 (2) = f (2)+ Ÿ (x), où cEla, bl et 
0 pour zE{a, b], rÆc, 
Ve (x) = À pour z=c (À est un nombre quelconque), 
alors 


b b 
ff) dz= | f (2) az. 


D £MONSTRATION. Le théorème 2 nous dit que 


d 
| Ÿe (z) dz = 0. 


Donc, en vertu du théorème 4, 
b b 


| fit) dz= | ptoae+ [vu (x) dz — [rte 


e.q.f.d. 


REMARQUE 1. Le théorème 5 nous dit que l’intégrabilité d’une 
spa f ne dépend pas des valeurs qu’elle prend en un point déter- 
miné. 

Ainsi, la fonction + (x) = (sin x)/x est définie sur l'intervalle 
{0, 1]. Si l’on pose o = 4, elle sera continue et par suite inté- 
grable sur l'intervalle {0, 1]. Cependant, que l’on pose 1 (0) = 1 ou 
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Ÿ (0) = À, où À est un nombre quelconque, la fonction 1 (x) restera 


intégrable et son intégrale {b (x) dx prendra la même valeur. 
0 


TH£oReMEG. Si des fonctions f et @ intégrables sur un intervaile 
la, b] sont telles que 


f (2) < 9 (), 
alors 


b b 
HÉLAALIEL AC CO) (8) 
DEMONSTRATION. Pour toute subdivision R, on a 
n—-1 n—1 
A << a \ (1 
à Î (6s) Az, < à P (&,) T} 


car Az;y=>>0. En passant à la limite pour ÀRk—0, on obtient (8). 
THÉOREME 7. On a 


I ATOE @<b) (9) 
ou si b<a | ° 
b b 
| F6) az |<] | 156)1 a], (9°) 


pourvu que f et |f| soient intégrables sur [a, b]. 


DEMONSTRATION. Il est évident que 
—|f(HI<F(@)<If(R)I, VzEla, b]. 


En vertu du théorème 6 


bd b b 
(—1r@Dar<rar<(ifias w<v 


ou 
b 


=; nee ar<| Ifl dz, 
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ou encore 


If raclef vies @<b), 


c.q.f.d. 


Si a<<b, les seconds membres de (9) et (9°) sont égaux. 
Si ba, alors en vertu de (4), on a 


b 


If rasl=| [ra < If ae=|| If az|, 
a b b a 


c'est-à-dire (9°). 
Enfin, le cas a — b se ramène à la relation évidente 0 < 0. Ce 
qui prouve (9). 

REMARQUE 2. L'intégrabilité de f sur [a, b] entraîne celle de 
| f | sur La, b] (voir plus bas $ 7, remarque 2). Ceci est toujours évi- 
dent pour des fonctions concrètes. Si par exemple f est une fonction 
continue par morceaux sur [a, b] (on démontrera qu’elle est inté- 
grable), alors | f | l’est aussi. 

La réciproque n’est pas généralement vraie. L’intégrabilité de 
| f (x) | n'implique pas nécessairement celle de f (x) sur [a, b]. 

Ainsi, la fonction 1 (x) de l'exemple du $ 1: 


4 pour zx rationnel, 
Pile pour x irrationnel, 
n’est pas intégrable sur [a, b], cependant que | Ÿ (x) | = 1 l’est sur 


[a, b]. 


THÉEOREME 8. Etant donnée une fonction f intégrable et positive sur |a, b], 
s'il existe un point cE la, b] en lequel f est continue et tel que f (c) >> 0, alors 


bd 
| fG&)dr> 0. (10) 


DEMONSTRATION. On admettra que c € | a, b[. Comme f est continue en 
cetf(c) > 0, il existe un intervalle [c — 6, c + ô] tel que (voir chap. 3, $ 3, 
théorème 4) 

f (c) 


Î (z) > —=1 > 0, Vze[c—6, c+6ô]. 
Alors 


c— c+0 b 


['rerarn L'rée+ J t@)ac+ (| ju)ds>0, 
a c—-ô 


a c+0 
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car ; 
c—0 b 
| f(z) di 20, | f(z)dr >0, 
a c+ô 
c+d c+0 
frwa> | né=2n>0. 
c—0 c—0 


Sic—= a ou c = b, on considérera LADA een les intervalles [a, a + 6] 
et [b — 6, b] au lieu de [ce — 6, c + 6]. 


LEMME. Soit R, une subdivision de [a, b] dont un point est confondu avec c. 
Si une fonction f est bornée sur |a, b] et ses sommes de Riemann attachées aux 
subdivisions de la forme R, sont telles que 


limor, = 1, 
ÀR 0 | 
+ 
alors f est intégrable sur [a, b] et 
b 
| f(z)dr=1— lim or. 
À 0 


a R 


DEMONSTRATION. Soit R une subdivision quelconque de [a, b]: 
R:a=m0<n<... lim <imui< e.e Lan = 0, 


telle que zm <C< im4ie | | 
En ajoutant le porat ce à R on obtient une subdivision R,4. Si 4r —+ 0, 
il en est de même de Àp.. 


& 
Si de ok on élimine le terme f (6,5) (zm+1 — 7m) et que l'on ajoute f (63) X 
X (ec — 2m) + f (En) (rm+1 — c), on obtient la somme de Riemann OR,- Ceci 


étant 
OR Ps. OR, + Lo 


u = f (Em) (Em+1 — Im) — (Ëm) (c — zm) — / (En) (Tm+1 — c), 
Im < Em < 0 CL Em < Tm+i: 
Il est évident que 
IIS M (Zm+1 — 2m) + M (c— 2m) + M (zm+1 — €) = 2M Gma— 2m) ——> 0. 
R— 
Donc 
lim or=— lim or,+ lim u—/1+0=—T. 
0 


R0 kr, m+17*m 


$ 3. Intégrale fonction de sa borne supérieure 


On remarquera que. 
b 


À ste) 4x = (tu) du, 
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c’est-à-dire que l'intégration peut s'effectuer aussi bien par rapport 
à x qu'à u sur [a, b]. En effet, dans les deux cas toute somme de 
Riemann de f s’écrit 


n—1 
OR 2 Î (65) Az. 


Soit donnée une fonction f intégrable sur un intervalle [a, b]. 
É. do f est également intégrable sur [a, x] quel que soit z € 
€ La, b1]. 

Cette proposition est à démontrer, mais nous ne le ferons pas. 
En règle générale, elle est évidente. Par exemple, une fonction (mono- 
tone) continue sur un intervalle 
[a, b] l’est sur [a, zx] et par suite est 
intégrable sur [a, xl. 

Soit x E (a, b]. Etudions l’inté- 
grale définie de f sur l'intervalle 
la, xl. Ce sera une fonction de x que 
nous désignerons par F (x): 


F(æ)= | f(u) du. (1) 


Fig. 77 a 


Xx+h c 


La variable d'intégration est uw pour éviter toute confusion avec 
la borne supérieure x. 

La figure 77 représente le graphe d’une fonction f bornée, continue 
par morceaux, discontinue en c. Le nombre F (x) est égal à l’ aire de 
la figure ABza. Il varie avec zx. 


TH£oR£ME 4. Si une fonction f est intégrable sur un intervalle 
[a, b], la fonction F définie par la formule (1) est continue en tout point 


zEla, b] 


DEMONSTRATION. Prenons un point x quelconque et donnons-lui 
un accroissement À (fig. 77). On a 


æz+h s x+h | 
F@+n—Er =] Ÿ f@du- (a dul=] Ÿ ja du[<M it, 


où M>l|f(u)|, VuEla, b]. 
L'inégalité obtenue 
IF+h—-FG@I<MIR] 
implique que 
lim [F(z+h)—F(2]=0, 


c'est-à-dire que F est continue en zx. 
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Signalons que F (x) est continue .en tout point x qu'il soit point 
de continuité ou de discontinuité de f. 


TuesoreME 2. Si une fonction f intégrable sur (a, b] est continue en 
un point x € (a, b], alors la fonction F est dérivable en x (voir (1)): 


F° (2) = f(a). (2) 


DEMONSTRATION. Soit x un point de continuité de f. On a 


HEDEUCEN à Ï du au + Ts f (u) du = 


.. 


=+ | Ga@+H@-;@N)a- 


m+hR 


=+f(@h++ | H@-f(@Id- 


x+h 


=f@)++ | F@-faia 


Pour obtenir (3) on s'est servi des propriétés de l'intégrale définie. 
Dans la quatrième égalité on a utilisé le fait que f (x) ne dépendant 
pas de u est considérée comme un facteur constant dans l'intégration 
par rapport à u (voir théorème 1 du $ 2). Prouvons que 


z+h 
+ | @)- (au 0. (4) 


La fonction f est continue en x, donc pour tout e >> 0 on peut exhiber 
un Ô =—>0 tel que 


If) —-f(@I<e Vuelx, x + kl, 
pourvu que |k | << 6. Donc 


x+h x+h 
+ [vo-raial<|+ [ir@-f@ 18] < 


ce qui prouve la propriété (4). 
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En passant maintenant à la limite pour À — 0 dans (3), on établit 
l'existence de la dérivée F” (x): 

F’ (x) Je F(z+h)—F (7) 

R—0 h 


= f (x). 


Ceci prouve le théorème 2. 

Signalons que dans le théorème 2 la fonction f peut présenter des 
points de discontinuité sur [a, b], mais au point x, où l’on affirme 
l'existence de la dérivée de F, la fonction f doit nécessairement être 
continue, sinon le théorème 2 n'aurait pas de sens. 

Le théorème 2 affirme en particulier que si une fonction f (x) 
est continue sur un intervalle [a, b], alors F (x) possède sur cet inter- 
valle une dérivée égale à f (x). 

Donc, si une fonction f est continue sur un intervalle a, b], elle 
possède une primitive sur cet intervalle. Pour primitive on peut prendre 
l'intégrale (1). 

I1 s'ensuit que l'intégrale indéfinie d'une fonction f continue sur 
[a, b] est égale à 


Ed 


| ft)az= (| f(u)du+c, zE[a, b], 


a 


où C est une constante. 


$ 4. Formule de Newton-Leibniz 
Cette formule s'écrit 
b 
| fu) du = © (b)— © (a) =D (EE, (1) 


{ (u) Su une fonction continue sur [a, b], © (u), une primitive de 
sur [a, b]. 

La formule de Newton-Leibniz a déjà été prouvée au $ 1. On 
avait alors admis qu’une fonction continue sur [a, b] était intégrable 
et possédait une primitive sur [a, bl. 

On sait maintenant (voir $ 3) que l’intégrabilité d’une fonction 
continue sur [a, b] implique l’existence d’une primitive de cette fonc- 
tion sur [a, b]. 

Voici une autre démonstration de la formule de Newton-Leibniz. 
Revenons à la fonction 


F(x)= | f(u) du. (2) 
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On remarquera que 


a b 
F(a)= | f(u)du—0 et F()= | f(u) du. (3) 


On sait par ailleurs que F (x) est une primitive de f sur [a, b]. Donc, 


Fig. 78 Fig. 79 
( 


si O (x) est une autre primitive de f, il existe une constante C telle 


que 
Dr) =F(x) +C, VzEla, b]. (4) 


De (2), (3) et (4) il s'ensuit 
b 
D()—D(a)=F(b)—F(a)= | j(u) du, 
ce qui prouve la formule (1). ‘ 
EXEMPLE d. 
1 


2 47 27 
E dr = 3 


x=1 | 


xz=0 3 : 


Ceci montre que l’aire de la figure hachurée (fig. 78) est égale à 1/3. 
EXEMPLE 2. 


PL 
| sin dr= — cos z|f=1+1—2. 
Ô 
Donc, l’aire de la figure (fig. 79) limitée par l’arc de sinusoïde 
y — sin z et l’axe Oz est égale à 2. 
ExemPie 3. La fonction 
—1, —1<Lzr<oO, 
p(x) = sgn z — 0, z= 0, 
À; 0O<zrz<1, 


14—0622 
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est continue sur l'intervalle {[—1, 1] sauf en zx = 0. L’intervalle 

[—1, 1] peut être partagé en deux intervalles [—1, 0] et [0, 1] sur 

lesquels @ est monotone, donc intégrable. On a la formule 
F(x)= | senudu=—11|r| (—1<r<1). (5) 

=1 

En effet, la fonction œ (x) étant continue sur [—1, O[, sa primitive 

est égale à —zx. En appliquant la formule de Newton-Leibniz, on 

obtient 


x Ed 
| sgn u du — | (—t)du= ul, 1x (—1<r<0) (6) 
21 21 
Le théorème 1 du $ 3 nous dit que la fonction F (x) est continue, 
notamment en x = 0. Donc 


F (0) = lim (—1 — x) = —1. (7) 
x—0 
Pour x >0 
x 0 x 
F (x) = | sgn u du = {sen u du+ | 1.du = —1+u5=—1+7. (8) 
Pt | 1 0 


De (6), (7) et (8) on déduit (5). 
On obtient une formule plus élégante en intégrant à partir de 
de x = 0: 
Ed 
fsgnu du=|z1. (9) 
0 
L’intégrant de (9) est une fonction bornée, discontinue en z = (0. 
L'intégrale F (x) = | x | comme fonction de sa borne supérieure est 
continue même en zx = 0, ce qui est en accord avec le théorème 1 
du $ 3. Cependant, la dérivée F” (0) n’existe pas, ce qui ne contredit 
pas le théorème 2 du $ 3 qui affirme que F” (x) existe si seulement f 
est continue en x. 


THÉOREME { (DE CHANGEMENT DE LA VARIABLE). On a 
b d 
À fe) dr = | ft ()1 @" 0 dé, (10) 


où La fonction  (t) est continüment dérivable sur [c, d], a —  (c), 
= p(d) et f(x) continue sur (4, B], image de l'intervalle [c, d] 


par ®. 
DEMONSTRATION. Soient F (x) et ® (t) des primitives respectives 
de f (x) et de f [œ (t)] q’ (t). On a alors (voir chap. 5, $ 2, (1) et plus 
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bas) ® (t) = Flp(t] +C, c<t<d, où C est une constante. 
Donc, | 


F(b)—F(a) = Fip(d]l—Flœ (cl = © (d) — © (c). (11) 


En vertu de la formule de Newton-Leibniz, le premier membre de 
(41) est égal au premier membre de (10) et le second membre de 
(11), au second membre de (10), ce qui prouve la formule (10). 


EXEMPLE 4. 
x/2 


a 
| Vat— 1dz=(z=asint) — | V a? — a* sin? ta cos f dt — 
0 


0 


x/2 z/2 1+ Of 2 ñ 2t er 2 
; D cos _ sin RL 
—_ q cos’tdt=a | ge. dt 2 £+ 2 Le 4 
0 


REMARQUE. On peut prendre la borne supérieure d'intégration 


égale à _ T1. 


EXEMPLE 5. 
&x En 


| sin$ { dt — — (1 — cos’ t) d(cost) = (x = cost) — 
0 0 


1 
—=—| (1— 2°) dr =0, 
1 


car les bornes supérieure et inférieure sont égales. 


ExEMPLE 6. Si f est une fonction paire (f (—u) = f (u)), alors 


( f (u) du==2 | j(udu, 
a 0 


car 

U 0 a 
|fw)du=(u=-r=-\j(-2dr=|f(-2 dr 
A À 


" f(x) az= | f (u) du. 
0 0 


ExEmPLE 7. Si f est une fonction impaire (f (—u) — —f (u)), 
alors 


{ s&=0 


14° 
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ExemPe 8. Si f est une fonction 2x-périodique (f (x + 2x) = 
= Î (z)), alors 
a+2xr 27 
f (x) dr = | f (x) dx. 
[e 2 0 
En effet, 
27x+a a œ 0 
Î f@ds=(=t+2n=|re+2ma- (aa; 
0 œ 


27 0 


et par suite 
2x+a& 0 27 21+@ 27 

| ftdz=\f( dz+ | f (x) dx + | f(x) az | f (x) dx. 
(o 2 (2 0 27 0 
EXEMPLE 9. 

3x 1 1 

| sinÿ it dt—(x= cost) = — | (1 — x?) dx — | (1 — 2?) dr — 

0 1 =1 


fa) dz=2(r-+) =. 
0 


ExEMPLE 10. Calculons l'intégrale de l'exemple 5 en se servant 
des résultats des exemples 8 et 7: 


4x 27 4x EL4 
| sinst dt= | sin® + dt + | sin‘ {dt=2 | sin‘ tdt —0, 
0 71 


0 27 


puisque la fonction sin f est impaire. 


TH£ORBME 2. On a la formule d'intégration par parties pour une 
intégrale définie: 
b b 
ju (x) v (x) dz=u(z)v (x) —\u() v’ (x) dx, (12) 


où u et v sont des fonctions continüment dérivables sur (a, b]. 


DEMONSTRATION. Le produit u (x) v (x) possède une dérivée con- 
tioue sur [a, bl: 


(u (2) v (@)) = u (x) v' (x) + u' (x) v (x). 
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Donc, en vertu du théorème de Newton-Leibniz 
b 


u (a)v (2)lè= | Lu (x) v' (2)+u (x) v (o)] dr = 


a 
d 


b 
=|u (2) v° (x) dx + Qu’ (z)v (x) à, 
d'où l'on déduit (12). ° ° 
EXEMPLE 14. 


1 
[In({+s)dr=(u=In(1+2), du = dr) = 
0 


1 
d 
= at = In2— AE 


= ]n2— i+h+ot= —1+21n2. 
TH£OREME 3 (DE LA MOYENNE POUR UNE INTÉGRALE DÉFINIE). Pour 


toute fonction f continue sur un intervalle (a, b] il existe un point 
EE Ja, bl tel que 


b 
| f(2) d2 = f ® — 0). (13) 


DEMONSTRATION. La fonction f étant continue, elle possède une 
primitive © et par suite 
b 
[f@)dr=00)—-0(G)=0' (ED (6—-6)=fE) 6-0), EE, b[. 
(14) 
La première égalité de (14) est la formule de Newton-Leibniz 
pour une fonction f continue sur [a, b]. La seconde est la formule des 


accroissements finis pour ©. La troisième enfin résulte de ce que 
D'(z) = f(x), VzEla, b]. 


$ 5. Reste de la formule de Taylor 
sous la forme intégrale 
Supposons qu’une fonction f (x) est dérivable jusqu’à l’ordre 
n + 1 compris. Alors, en vertu de la formule de Newton-Leibniz, 
on a 


u= f" (i) 


f@=i a+ froæ-(; ge 


vV—=t— 
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=f{)+t-nfols-((e-2r02- 


= f(@)+f' (a)(x—a)+ À (x—1) (0 à = 


(z—t} |= 
21 


( = f"(#) 


du = f" (t) dt 
= (z—t) dt — dv | 


U= — 


= f()+ (0) + LQ (— + [ro ar 


En poursuivant ce DESEEUS d'intégration par die. on obtient 


f(& D 3 4 — a} + rs (2), (1) 
où 
1 k 
re | (0 fm (0) dt. (2) 


La formule (1) s'appelle formule de Taylor avec un reste sous la 
forme intégrale (2). 

En appliquant le théorème 3 de la moyenne ($ 4) à l'intégrale (2), 
on obtient 


ra" 0 Œ)(r—a), EEa, xl. 
En posant 
E=a<+0(r—a), 0<68<1, 


CE 1 


on obtient 
r (2) = (1— 6)" 9 (a +6 (z—a)), 
c'est-à-dire le reste re .. de la formule de Taylor en a (cf. 
chap. 4, $ 14, (10)). 
$ 6. Sommes de Darboux :). 
Conditions d’existence de l’intégrale 


Soit donnée une fonction f (z) bornée sur un intervalle [a, b]: (|f (z) | < 
< M). Considérons une subdivision de {a, b 


R:a=r<n<... <z, = 0 
et posons 
Mi = inf f(z), Mi= sup Î (x). 
xE[x;. xi,, y Xi] 


1) Guston Darboux, mathématicien français (1842-1917). 
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Outre les sommes de Riemann . 
n— 
On= D f(E:) Azt 
i=0 
considérons les sommes 
n—1 n=—1 
sr= D miâry, Sr= ÿ) MiAu, 
{== 0 {m0 


dites sommes inférieure et supérieure de Darbouz. 11 est évident que sp < SR. 
Les sommes de Darboux ne sont pas nécessairement des sommes de Rie- 
mann. Mais si f (x) est une fonction continue, alors sL et SR sont respective- 
ment la plus petite et la plus grande des sommes de Riemann attachées à une 
subdivision donnée, puisque le théorème de Weierstrass nous dit que la fonction 
Î{ (x) présente son minimum et son maximum dans chaque intervalle [x;, r;41l, 
donc on peut exhiber des points E,, Ë4 € [zis, zi41l tels que f (&;) = m, et 
Comme m, <f(r) < M, et que Ar; > 0, il vient 
Si l'on fige la subdivision R, les sommes sk et SR sont des nombres constants, 
mais ocR est variable, car les E; sont arbitraires. Il est immédiat de voir qu'en 
choisissant convenablement les points E; on peut rendre la somme ok aussi 
proche que l'on veut de sk et SR, autrement dit sr et SR sont les bornes infé- 
rieure et supérieure des sommes de Riemann attachées à la subdivision R: 
n—-1 n= 1 


sR= D) mAri=inf D f(E) An, 
110 4 i=0 


n-1 n— 1 
Sr= D) Miôri=sup D) j (Er) Az. 
i1=10 ë! i=0 


Soient R:, R, et R, des subdivisions de [a, b]. Si tous les points de R: 
appartiennent à R;,, on dira que R, est un prolongement de R, et on écrira 
R;, € Ra. Si R;4 est composée des points de R, et des points de R., on écrira 
Rs= R: T Roc 

Propriétés des sommes de Darboux: 

1° Si l’on ajoute des points à une subdivision R, la somme supérieure de Dar- 
toux décroitra et la somme inférieure croîtra: 

SR < SR: Sr < 5° VRGR!. 

Donc, 

SR’ — SRr° < SR — SR. 

DEMONSTRATION. On peut de toute évidenceselimiter au cas où l’on ajoute 
un seul point z’€ ]z;, zi411. Soient Sk et SR’ les sommes supérieures de 
Darboux correspondant respectivement à À et a R’. Alors la somme SA’ se 
distingue de SA par le fait qu'à la place du terme M, Az; elle contient deux 
‘ermes : 

Mie — 2) et Mi — 7), 
où M: = sup f(x) et Mi = sup f (x). Les intervalles [z;, x’] 
xE[xi,x’] XELx",x,,1] 
et [z”, zi+1] étant des parties de {z4, z,+1), on a M; < M1, M < M (lorsque 
le domaine d'étude se rétrécit, sup ne peut que diminuer). Donc, 


M; (+ — Z4) + M° (zi+i — z') < M; (z’ — TZ} + Ti+1 — z') —_ M; (zi+1 LES Zi) 
autrement dit Sn’ < Sp. C.q.f.d. 
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La démonstration est identique pour les sommes inférieures. 
2° Toute somme inférieure de Darbouzx est inférieure à toute somme supérieure 
de Darboux, même si elle correspond à une autre subdivision de l'intervalle: sp, < 


< S Rs ; 
DEMONSTRATION. Soient R, = R; + R,. La propriété 1° nous donne Sy < 
< SR3a < SR3 < SRo. 
Nous avons ainsi démontré que l’ensemble {sL} des sommes inférieures 


de Darboux est majoré par une somme supérieure SR’ (sr < SR’), donc cet 
ensemble possède une borne supérieure: 


Te = SUP #R < SR’. 


Nous avons prouvé en même temps que toute somme supérieure SL” est 
supérieure à /,. Ceci montre que l'ensemble des sommes supérieures admet une 
borne inférieure | 
I*= inf Sp > 14. 

R’ 


Ainsi, /4, < 1*. De plus, pour toute subdivision R 
sRLle SI ESR (2) 


Les nombres 7, et 1* s'appellent respectivement intégrales inférieure et 
supérieure de Darboux. 


THÉOREME (D'EXISTENCE DE L'INTÉGRALE). Pour que l'intégrale définie 
d'une fonction bornée f (x) existe, il est nécessaire et suffisant que 
n—1 
lim (Sr—sr) = lim ÿ) œAz=—0, (3) 
An 0 ÀR— i=0 
où le re ©; = M; — m; est l'étendue de variation de la fonction f (x) sur 
[ris zip 


DEMONSTRATION. Condition nécessaire. Supposons que l'intégrale définie / 
de la fonction f (x) existe, c'est-à-dire que pour tout & > 0 on peut exhiber un 
De ee pour ÂR<Ôonal1—e<0on<1+e, quel que soit E,€ 
ELx;, zial. 

Nous avons vu plus haut que sk et SR étaient les bornes inférieure et supé- 
rieure des sommes de Riemann 0R attachées à R. Donc 


T—E<sR<OR<SR<IÎ+E, VR Àr < 6, 
lim sr =, lim Sr=I 
Jim (Sr — Sr) = 0. 


R 
Condition suffisante. Supposons que la condition (3) est réalisée. De l'iné- 
galité (2) il s'ensuit alors que 7, = /*. Posons ZI = 1, = I*. Alors 


De rent upon buts = 0 eRsrenC > Otelquel SR—sRI<8 
pour Àr << 6. De (1) et (4) on déduit alors que 


I]l—0oRI<e pour Àr<6, 
c’est-à-dire que J est la limite de o, et f (x) est intégrable. 


et 
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REMARQUE. De la démonstration du théorème, il résulte que si la 


fonction f(x) est intégrable sur [a, b], alors lim sr = lim Sr — 
f(x) dz, et réciproquement si lim sr= lim SR = 1, alors I — 
Àp—0 Ap—0 


Î (x) dz. 


; 
") 


$ 7. Intégrabilité des fonctions continues et monotones 


THÉOREME 1. Siune fonction f (x) est continue sur un intervalle [a, b], alors 
elle est intégrable sur cet intervalle. 

DEMONSTRATION. La fonction f(x) est continue sur [a, b], donc uniformé- 
ment continue, et par suite pour tout & > 0 il existe un 6 (e) > 0 tel que pour 
toutes les subdivisions de [a, b] de pas Àr << 6 l'on ait w; << e. D'où 


n— 1 n—1 
D Ar; <e D) Ari=e (b—a). 
i=0 1=0 
n— 1 
Comme & est arbitraire, on conclut que lim ÿ wiAz;=0, et le théorème 


An 0 {m0 
du $ 6 nous dit que la fonction f(x) est intégrable. 


THÉOREME 2. Une fonction monotone sur un intervalle fermé est intégrable 
sur cet intervalle. 


DEMONSTRATION. Pour fixer les idées nous admettrons que la fonction f (x) 
est croissante. Nous admettrons de même que f (a) << f (b), sinon la fonction 
serait constante et le théorème trivial. 

Comme f(a)<f(z) Lf(b)}, VYzEla, b], la fonction f est bornée sur 
[a, bj. Soit une subdivision R de {a, b] telle que À, << 6. Puisque w3 = f (x;41) — 
— f(&), on a 
n—1 n—i1 
D, Gun 6 D = (f (x1)—f (ze) + f (z2)— 

) 


i=0 = 
ù —f(z)+...+f(cn)—f (&n-1)]= 6 [f (6) —f (e)], 
Z0 = @, Zn = b. Si maintenant l'on prend ô = e/{f (b) — f (a)], on obtient 
ni 
> OjAZ; Le, 
{=0 


& e d'existence (théorème du $ 6) nous dit que f (x) est intégrable. 
.q.f.d. 


REMARQUE 1. D te qu'une fonction monotone peut présenter un en- 
semble dénombrable de points de discontinuité. Par exemple, la fonction y = 
={z + , Li< 2, n = 1,2,...% est monotone croissante sur {0, 1] 
et possède un ensemble dénombrable de points de discontinuité. Donc, elle 
est intégrable d'après le théorème 2. 
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REMARQUE 2. Si f(z)est intégrable sur {[a, b], il en est de même de | f(2) |. 
En effet, pour tous r’ et x” de [z;, z;+1] on a 


ITFGNI—I GNII<I &)—fa)1 (2) 
Si æ et w, sont les étendues de variation respectives de | f (x) | et de f (x) 
sur{z;, zi41l, alors de (1) il résulte que of < ow4 et 


ñn— 


ni 1 
> OPAT; K D OAT:. 


i==0 i=0 


Comme f (x) est intégrable, on a 


ni 
> &;Az; + 0 pour Àr—+0, 
{=0 
donc 
n—1 
i=0 


et par suite, | f (x) | est intégrable. 


$ 8. Intégrales impropres 


Soit donnée une fonction f sur un intervalle semi-ouvert borné 
{a, b]. Supposons que cette fonction est intégrable (par exemple, est 
continue ou continue par morceaux) sur tout intervalle fermé [a, b’], 
où b’ << b et qu’elle n’est pas bornée au voisinage de b. Son inté- 
grale au sens de Riemann sur [a, b], ou ce qui revient au même sur 
la, b], n'existe pas, car toute fonction intégrable-Riemann sur 
[a, b] est nécessairement bornée. Néanmoins, il est possible qu’existe 
la limite finie 


Si tel est le cas, cette limite s'appelle intégrale impropre de f sur 
{a, b] et se note | 
b 


: 
| f(z)dz = lim | f (x) dx. (1) 
a sn a 


b 
On dit alors que l'intégrale | f (x) dx est convergente. Dans le 


cas contraire, elle diverge ou n'existe pas en tant qu'’intégrale im- 

propre. 
Supposons maintenant que la fonction f est définie sur la section 

{a, of et intégrable sur tout intervalle fermé borné [a, b’], où 
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a << b’ << oo. Si la limite 
bd’ 


lim | f(x) dz 
D’ — co à 
existe, on l'appelle intégrale impropre de f sur [a, co et on la note: 


Ï f(x) dr = Jim Î f (x) dx. 


Convenons de la terminologie suivante. L'expression 
b 


| f (x) dx (2) 


a 


sera appelée intégrale de f à singularité unique en b si sont remplies les 
conditions suivantes: si b est un point fini, alors la fonction f est 
intégrable sur [a, b’], quel que soit b’ tel que a << b° << b, et de 
plus n’est pas bornée au voisinage de b. Si b = —+, on admet seule- 
ment que la fonction f est intégrable sur [a, b’] pour tout b’ > a 
fini. 
à 
On définit de façon analogue l'intégrale | f (x) dr à singularité 


a 

unique en a. Supposons maintenant que b est un point fini. Si a << b 
est aussi un point fini, alors au voisinage de a la fonction f n'est 
pas bornée et est intégrable sur tout intervalle [a’, b], où a < a b. 
Si a = —, on admet que la fonction f est intégrable sur {a’, b] 
pour tout a’ < b. 

Dans la suite, on étudiera, pour fixer les idées, une intégrale (2) 
à singularité unique en b fini ou infini. Tous les résultats peuvent 
être généralisés au cas d’une intégrale à singularité unique en a. 


TH£OREME. Soit donnée une intégrale (2) à singularité unique en b. 
Pour que cette intégrale converge il est nécessaire et suffisant que soit 
remplie la condition (de Cauchy): pour tout & >> 0 il existe un b, < b 
tel que 


froal<s (3) 
el 


quels que soient b” et b” tels que b, < b' << b"< b. 


DEMONSTRATION. Considérons la fonction 


F()= | ft (a<z<b). 
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Dire que l’intégrale (2) converge revient à dire que la limite 
lim F (x) existe ou ce qui revient au même qu'est remplie la con- 


x—b 
x<b 


dition de Cauchy: pour tout & > 0 on peut exhiber un b, € la, bl 
tel que | F (b") — F (b‘) | -<e pour tous les b’ et b” vérifiant les 
inégalités db, << b° << b" < b. Or, 


: 
FG')—F(6)= | f(# à, 
J 


ce qui prouve le théorème. 
ExEMPLE Â. L'intégrale 


1 
EE (@ 
0 


où « >> 0 est une constante, présente une seule singularité en x = 0. 
Pour étudier sa convergence il faut calculer la limite 


1 1 | 
t-œ |1 —,a<i 
lim | = a |, lin = H—et-eJ=$ 1-07 | 
250 7 e—0 & e-0 CO, a > 1. 


Donc, l'intégrale (4) converge vers (4 — «)-! pour «& << 1 et diverge 
pour œ > 1. Si &« = 1, elle diverge: 


1 

lim | Z = —limine= + 

e-0 » id e—0 

EXEMPLE 2. 
co N 1 
—— , «> 1 (converge), 

(HE him | Let imat-e[te) 9 og 
2 N-m 4 Z —Œ N-0 Lo, a<1 (diverge), 


© N 
| DES [== lim In N= + oo (diverge). 
1 N—00 A | N—00 
ExEMmPLE 3. L'intégrale je dx possède une seule singularité 
0 

au point z— + co. Elle converge vers 1: 

œ N 

J ea lim | dr lim (—e*)["— lim [1—e-"]—1. 

A N—+o N—+o 
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Considérons de nouveau l'intégrale 
b 


| f(@)dz (5) 


à singularité unique en b. Alors l'intégrale 


b 
j f(æ) dx, (6) 


où a << c< b présente aussi une seule singularité en b. La con- 
dition de Cauchy se formule de façon analogue pour les intégrales 
(5) et (6). Donc, ces dernières convergent ou divergent simultané- 
ment. De plus pour a << c << b on a de toute évidence 


| satin [ rar im (| ré +[ræ)= 
ee Jia] far, (7) 


C 


b b 
où | est une intégrale de Riemann ordinaire, | et | des inté- 
a [ 


a 
grales impropres. 
Signalons la relation 


b’ 


b 
| (4f+ By)dr= lim | (4f+ Bo) dr = 


b 


= sin | er B im | var fdr+B | dx, (8) 


où À et B sont des constantes. Cette relation exprime le fait suivant: 
si les intégrales du second membre existent, il en est de même de l’inté- 
grale du premier, et l’on a le signe d'égalité. 

On dit que l'intégrale (5) est absolument convergente si l'intégrale 


d 
f1f@) az (9) 


converge. 
Une intégrale absolument convergente est convergente. En effet, 
de la convergence de l'intégrale (9) il s'ensuit que pour tout € > 0 
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on peut exhiber un point b, € Ja, bl, tel que 
b” b” 
>| fa) 1d2>] | ft) de] 
b’ 
pour b,< b’ << b"<< b, autrement dit la condition de Cauchy est 
remplie pour l'intégrale (5). Comme 
b° b’ 
CL SICIC- 
a a 
par passage à la limite pour b”’—-b, on obtient 


TE PANTIE (10) 


REMARQUE. L'’inégalité (10) est valable également pour une inté- 
grale non absolument convergente : dans ce cas au second membre 
figure co. Ceci est largement utilisé dans les calculs. Si l’on a à étu- 

b 


dier la convergence de l’intégrale ( f dx, on écrit l'inégalité (10) 


a 


et on étudie la convergence de l'intégrale | | f | dx. Si cette dernière 
converge, c'est-à-dire si | | f | dr << ©, alors il en est de même de 


b b | 
l'intégrale | f dx. Si | |f | dr = oc, il faudra faire appel à des 


méthodes plus subtiles. Il est possible que cette intégrale converge, 
mais surtout pas absolument (voir exemples à la fin du $ 9). 


$ 9. Intégrales impropres de fonctions 
à valeurs réelles positives 


Soit donnée l’intégrale 


b 
ff) dr (1) 
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à une seule singularité en b d’une fonction f (x) > 0 sur l'intervalle 
d'intégration [a, bl. Alors la fonction 


FG)= | (0) de (@<b<b) 


est de toute évidence monotone croissante. Donc, si elle est’majorée 
par un nombre M, alors ns (1) converge et 


[100 dz = lim (100 dr M. 
a us 
Si F n’est pas majorée, alors OL (1) diverge : 
b 
HE SE Ve + co. 
Si f(x)>0 sur [a, b[, on écrit 
Î (2) 2 < 00 ou (sta) 2 00 


selon que l'intégrale converge ou diverge. 
TæeortmE 4. Supposons que les intégrales 
b 


À f(x) 42, (1) 
Fe 
| p(z) dz (2) 
présentent une seule singularité en b et que 
0<f(2)<9(2 (3) 


sur {a, bl. 
Si l'intégrale (2) converge, il en est de même de l'intégrale (1), 
et l'on a 

b 


(rare [or 


Si l'intégrale (1) diverge, il en est de même de l'intégrale (2). 
DeMONSTRATION. De (3) il s'ensuit que 
b’ b’ 


[fase |par, (4) 
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où b’ € Ja, bl. Si l'intégrale (2) converge, le second membre de (4) 
est majoré par un nombre égal à l'intégrale (2). Donc, le premier 
membre est aussi majoré par ce nombre. Le premier membre étant 
une fonction monotone croissante de b”, il converge vers l’intégrale: 


b b’ b 
jfar=tim [far (qu. 


Si l'intégrale (1) diverge, le premier membre de (4) tend vers 
pour b”— b, donc le second tend aussi vers co. 


TH£oR£ME 2. Supposons que les intégrales (1) et (2) présentent une 
seule singularité en b, que les intégrants sont des fonctions positives et 
qu'existe la limite 


: f(x) ” 
LR NC en E) 


Sous ces conditions, ces intégrales divergent ou convergent toutes 
deux. 


DEMONSTRATION. De (5) il s’ensuit que pour tout nombre stricte- 
ment positif e < À on peut exhiber un c E [a, bl tel que 


… Î (2) 
A t<ygg <ATE (cC<Lrz<b), 


et comme (x) >0, alors 


(4A—e)p(r)<f(:) <(4+e)(x), zEl]e, bI. (6) 
b b 
La convergence de l'intégrale par implique celle de | par 


b 
et de | (4+e)qar; donc, le théorème précédent nous dit que 


c 
D b 


l’intégrale | f dx converge aussi et avec elle | f dx. Réciproquement, 


C a 
b b 
la convergence de | Î dx entraîne celle de | p dx, car, outre (5),ona 
a € 


._ P(z) _ 
STE D 


REMARQUE . La relation (5) exprime que la fonction f est équiva- 
lente à la fonction A pour x —+ b. 
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EXEMPLE 4. Etudier la convergence de l'intégrale 
| sin kze* dx. 
0 


On a 


| Jetsinkrds|< | le”* sin kz | dr | e*dz=1< 0. 
0 Ô 
On s’est servi de l'inégalité (10) du $ 8 et de la remarque qui la 
suit. 
Le signe — traduira le fait que les intégrales convergeront ou 
divergeront toutes deux en vertu du théorème 2. 


EXEMPLE 2. 
1 1 
| dr | dz 
= le. 4 — — 
Sin r z 
0 0 
EXEMPLE 3. 
1 ! 
| = 2 = | = << C0. 
J sin Vz . Æ: 
EXEMPLE 4. 


EE e* dr = fear ce 


Les intégrales des exemples 2 et 3 présentent une seule singu- 
larité en z—0. D'autre part, sinz= zx, sinVr=Vz, z—0. 
L'intégrale de l’exempe 4 présente une seule singularité en 


z—i 
z—. De plus, —— eme, z —> + oo. 


EXEMPLE 5. | (x? — 3x +5) e”* dx converge, car 
0 


| Î (@— 3245) e*d|< | [(x2—3r+5)e-x/2|e-x/2qr< 
0 0 


< M | e-*!? dr < ©. 
0 


En effet, lim (2? — 3x + 5) e-*%? = Q, donc il existe un N —0 


tel que | (2 — 3 + 5e, Vz>N. 
15—0622 
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Par ailleurs, étant continue sur [0, NV] la fonction |(x° — 3x + 
+ 5) e-7°|] est majorée par un nombre M,. Donc, elle est majorée 
sur [0, œf[ par le nombre M — max {1, W,}. 


$ 10. Intégration par parties d’intégrales impropres 


ExEMPLE 1. Les intégrales impropres 


T 


le sin z 0) cos z a (a > 0) (1) 
convergent. En effet, en intégrant par parties, on obtient 


° sinz cos z 
——— dir = — 


A 
A cos z 
_— — x 
e 1 ZT" 

«ul a 


pour tous les 4A>>a finis. En passant à la limite pour ÀA—-%, 
on trouve 


O0 


D 
sin z cos a cos z 
—— dr — 
a 


E 4 
a 


où l'intégrale du second membre converge absolument : 


O0 
ExEmPLE 2. L'intégrale | == 2" dx ne converge pas absolument 
a 


(est semi-convergente), car l'intégrale 


T 


[EL g7 = 00, a > 0. (2) 


En effet, en vertu de l'inégalité sin°:<|sinx|, l'intégrale im- 
propre : 


| (i—cosu cos u 
fr. —. HR es 2e + 
ne Pr T2 [= 2 : jee 


2a 24 
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Or, je "{cosu du converge et É u”! du diverge, donc l'intégrale 
impropre (2) diverge. 


REMARQUE . L'intégrale (1) converge, car la fonction sin x est 
périodique et prend des valeurs tour à tour positives et négatives 
qui se compensent. 

Ce phénomène sera justifié dans la théorie des séries (voir série 
de Leibniz et séries semi-convergentes). 

Les exemples cités montrent que l'intégration par parties est 
parfois un instrument efficace d'étude de la convergence desintégra- 
les impropres. 


Les considérations générales qui vont suivre nous permettront de mieux 
comprendre le mécanisme de cette méthode. 
Soient q (r) une fonction continue sur [a,  {, ® (r) une de ses primiti- 


ves. On suppose d'autre part que g (r) est une fonction continüment dérivable 
sur [a, oo {[. Alors 


A A 
| q(z)g(r)dr=8g(r)© (x) BE — | ®(z)£' (z)dz = 


a 


A 
= 6 (4) © (4)— 8 (a) © (a)— | O (z)£° (zx) dz. (3) 


Si 
1) lim g (4) © (4) = 0, 
A —00 


2) l'intégrale fo (x) g’ (x) dz est convergente, il est alors évident que 


l'intégrale impropre 


A co 
puede lim | gtetde=—e(a)o() | ot tés 4 
est convergente. 
De là il résulte notamment le 


CRITÉRE DE DIRICHLET DE CONVERGENCE DE L’'INTÉGRALE (4). Si une 
fonction © (r) est majorée par un nombre M, et g (r) est décroissante et 
converge vers U pour z — oo, alors l'intégrale (4) est convergente. 

11 est immédiat que ces conditions entraînent la propriété 1). D’autre part 


| | O(z)e' an | | £' ()ldz= 


ï D(2)£(ar|< 


oo A 
2:—M \ g° CAE NOR | g° ER me le (4) —g(a)]=g(a)-M. 


+0 


15% 
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EXEMPLE 3. L'intégrale 
| Luz (a>0) 


présente une seule singularité en z = , converge pour æ > 0. Ceci résulte 
du critère de Dirichlet dans lequel on pose g (x) = z-%, @ (x) = sin x, © (x) — 
= — cos z (| O(r) | L 1). La convergence absolue n'a lieu que pour & > 1 
et se démontre comme dans l'exemple 2 du $ 9. 


$ 11. Intégrale impropre à singularités en plusieurs points 


Soit donnée l'intégrale 


b 
À f(x) dr, (1) 


où f (x) est une fonction définie sur Ja, bl, a et b pouvant être finis 
ou infinis. 

Supposons que l'intervalle Ja, b[ peut être partagé en un nombre 
fini d'intervalles par les points a=c<c<...<cn =D 
de telle sorte que chaque intégrale 


Che 
| f(x)dr (k=0, 1,..., N—1) (2) 
CR 
présente une seule singularité soit en c,, soit en cy+1. 
Si toutes les intégrales impropres (2) sont convergentes (resp. 


absolument convergentes), on dit que l'intégrale (1) est convergente 
(resp. absolument convergente) et on lui affecte le nombre 


bd N—1CR+1 
fade X | fr. 
a R=O ch : 


Si l’une au moins des intégrales (2) est divergente, on admet que 
l'intégrale (1) est divergente. 
Si f (x) > 0, par analogie avec les intégrales à une singularité, 
on conviendra d'écrire 
b 
| f(x) dr << oo 
a 


si (1) est convergente, et 


b 
| f(x) dr = oo 


si elle est divergente. 


8 11] INTÉGRALE IMPROPRE À SINGULARITÉS EN PLUSIEURS POINTS 229 


EXEMPLE 14. 


co 0 co 
| e* dx = | e*az+ | e* dx = © + 1 = 00. 
00 00 0 

Cette intégrale présente deux singularités, une en z = —, 
l’autre en x — <+oo. Aussi l’avons-nous représentée par une somme 
de deux intégrales présentant chacune une singularité. De toute 


évidence 
0 


j e* dr = oo, L e* dr =. 


Nous avons admis que oo + 1 = co. 


EXEMPLE 2. (a >> 0) 
FR est semi-convergente pour 0<a<1i, 
—— dr À absolument convergente pour 1<a< 2, (3) 
divergente pour «>2. 
En effet, cette intégrale a deux singularités en x = 0 et zx = oc, 
donc on peut la représenter par la somme 


co 1 co 


z 


sin z sin z sin z 
[tar EE dr+ | PE dx. 
. z z 4 z 


L’intégrant de la première intégrale étant une fonction stricte- 
ment positive, cette intégrale est soit divergente, soit absolument 
convergente. Pour l’étudier nous aurons besoin des inégalités sui- 
vantes (cf. chap. 3, $ 3, (6) et chap. 4, $ 9, exemple 1) 


Large (0<r<t), 
LT 


d’où 
1 : 1 
| = dr | st-2 dr < c pour a << 2, 
0 0 
1. 1 
| = dr> À | xi-@ dr — © pour a > 2. 
z x 
0 0 
Donc 


| sinz ; converge absolument pour a<< 2, 
ee E : | | (4) 
diverge pour «> 2. 


D'autre part (cf. $ 10, exemple 2) 


ï sinz az | converge pour «> 0, (5) 
z converge absolument seulement pour & > 1. 


1 


CHAPITRE 7 


APPLICATIONS DES INTÉGRALES. 
MÉTHODES DES APPROXIMATIONS 


$ 1. Aire en coordonnées polaires 


L’aire S d’une figure limitée par deux rayons vecteurs 6, et 8, 
issus du pôle O et par une courbe F d’équation p = f (8) peut être 
définie de la manière suivante (fig. 80). Considérons une subdivision 
de l’intervalle [0,, 6,1: 


8, << 8, < é d'a < 6, — 6. 
L'élément d’aire de la figure limitée par let par les rayons vecteurs 
6 = 6,, 6 — 6,,, est égal approximativement à l'aire du secteur 


8n"0, 


Fig. 80 Fig. 81 
limité par ces deux rayons et par le cercle de rayon p, = f (84), soit 
TT p°A6:, AO = 0x4; —0x. 


Il est naturel de poser par définition 


ie 6 
S = +3 pEA8, = T ford | r(6)d0. (1) 
6 


. _ 
max A6} 0 k—0 6, 


Nous avons obtenu la formule de l’aire d’une figure en coordon- 
nées polaires. Si la fonction f (8) est continue, on sait que l’inté- 
grale (1) existe et par suite est la limite de toute somme de Riemann. 
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EXEMPLE. En coordonnées polaires, l'équation du cercle de la 
figure 81 est p — 2R cos 6. En vertu de (1) l’aire du disque est 


xt/2 x/2 
S=—2R: | cos’ 0 d8 — 4R° | IT d8=xR?. 
0 


7/2 


$ 2. Volume d’un solide de révolution 


Soit l'une courbe d’équation y = f (x). On suppose que f est 
une fonction continue strictement positive. Calculons le volume V 
d'un solide limité par la surface 
de révolution engendrée par [l'en 
tournant autour de Ox,et les plans 
z=aet x = b. 

Considérons la subdivision sui- 
vante de l'intervalle [a, b]: a — 
Te nez Le TE, = 0; "et 
supposons que l'élément AV de 
volume limité par les plans zx = zx; 
et zx — Z,+4, est approximative- Fig. 82 
ment égal au volume du cylindre 
de hauteur Az, = x:+, — x, et de rayon y, = f (x): 


AVy — ayh Ars = nf? (xx) Az. 


Le volume Ÿ a pour valeur 


ni b 
V= Jim n D f(n)Am=n | f2 (x) dr. (1) 
h=0 a 


max Axp 0 


Nous avons ainsi établi la formule du volume d’un solide de révo- 
lution autour de Ox (fig. 82). 


ExEMPLE. L'ellipsoide de révolution (autour de l’axe Oz) 


2 y* 2 
rte 
est engendré par la courbe 
y=bp/1—-E (—a<z<o) 


en tournant autour de l’axe Oz, donc en vertu de (1) son volume 
a pour valeur 


V = nb? | (1-5) dr = nb (<=) = + ab, 
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$ 3. Courbe gauche lisse. Longueur d’arc 


Au $ 21 du chap. 4, on a introduit la notion de courbe continue 
plane définie paramétriquement et notamment la notion de courbe 
lisse. 

On se propose de compléter ces notions. Considérons une courbe 
plus générale dans l’espace. Les équations 


z=(t), 
y=w(t), a<i<b, (1) 
z = %X(t), 

où les fonctions q, w et % sont continues sur [a, b], définissent une 
courbe gauche continue que nous désignerons par [ (fig. 83). Si, de 
plus, les fonctions , Ÿ et x admettent 
des dérivées continues sur [a, b] et non 
toutes nulles, alors on dit que l'est une 
courbe différentiable ou lisse. 

On peut exprimer le fait que les dé- 
rivées œ’ (£), d’ (t) et %' (é) ne’ sont pas 
toutes nulles quel que soit t E (a, b] au 
moyen de l'inégalité 


Fig. 83 (q” ())° + (b° 6) + (x (0) > 0, 
VtE la, b]. (2) 


Considérons une valeur t — t,. En vertu de (2) l’un des termes 
D" (£o); Ÿ° (£o) et X’ (to) n’est pas nul. Supposons qu’il s'agisse de 
” (to). La fonction œ’ étant continue, il existe un intervalle Jt, — 
— Ô, t, + Ôl sur lequel œ’ ({) est du même signe que p’ (t,). Donc, 
la fonction x =  (t) est strictement monotone sur cet intervalle et 
possède une fonction réciproque continüment dérivable t = "1! (x), 
x € le, di, où Je, df est un voisinage du point x, = + (to). On obtient 
ainsi une petite portion y de courbe [' contenant le point À, = 
= (® (Lo), Ÿ (to): X (to)) et définie par les équations 


y = Ÿ [p* (x) = 1 (x), 

z= Xp (2) = % (2), 
où 1, et %. sont des fonctions continüment dérivables de x (x, x € 
E lc, dl, zo = ® (to)). Si Ÿ° (to) Æ 0 où %’ (to) Æ 0, alors par des 
raisonnements analogues on trouve qu’une portion y & l'est définie 
par les équations 


T—= My), 2—= (y) 
| (Y, yo E A, ul, Yo = Ÿ (to)) 
ou respectivement 
z = P1(2), y = Yi (2) 


(Z, Zo E lp, gl, Za = YX (to)). 
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Les équations (1) définissent non seulement la courbe F, mais 
aussi son orientation, c'est-à-dire le sens de croissance du paramètre t. 
La figure 83 représente une courbe lisse [ correspondant aux varia- 
tions de t sur [a, bl: À = (œ (a), (a), x (a)) est l’originede 7, 
B = (œ (b), Ÿ (b), x (b)), l'extrémité, la flèche indique le sens de F. 

Lorsque le paramètre £ croît continüment de a à b, le point 
(® (é), Ÿ (é), x (t)) se déplace continûment sur l' de l'origine À — 
— ( (a), (a), x (a)) à l'extrémité B = (œ (b), 1 (b), x (b)). Le 
point courant peut revenir à une ancienne position, c'est-à-dire que 
pour f,, {, Ela, b], t; <t+, on aura @ (t;) — @ (t2), Ÿ (t1) —  (é2), 
(1) = X(t2). On dit alors que La courbe T présente un point double 
ou de self-intersection. La courbe l'est dite fermée si les points À et B 
sont confondus. 

Considérons une fonction t — À (rt), TE [c, dl, possédant une 
dérivée continue non nulle sur {c, d] et appliquant {c, d] sur [a, b]. 
Comme À’ (t) garde son signe sur Î{c, d}, deux cas seulement sont 
possibles : 

1) À’ (x) > 0 et alors À (c) = a, À (d) = b, 

2) À’ (t) < 0 et alors À (c) = b, À (d) = a. 

La courbe continue l' peut être définie par les équations 


z=qp{A(t)]= (Tt), 
y=wla(G)]l= (tr), +Elc, à]. (17) 
z=YX[A (T)] = x (T), 


On remarque donc qu'une courbe peut être définie paramétrique- 
ment au moyen de paramètres différents. 

On remarquera aussi que les conditions (2) restent en vigueur, 
car, en vertu de la formule de dérivation d’une fonction composée, 
on a 


CHOEMCHO)EACHO)E 
— [(p’ (t))° + (D” (t))° + (x (t))°] A’ (x))? > O. (3) 


Cependant, l'introduction du paramètre + est susceptible de modifier 
l'orientation de T. Si À’ (x) > 0 sur [c, d], la fonction t = À (1) 
est strictement croissante et À (c) = a, À (d) = b. Dans ce cas t croît 
avec Tt et passe de À (c) = a à À (d) = b, c'est-à-dire que l'orienta- 
tion de [ne change pas: les équations (1) et (1”) définissent la même 
courbe lisse avec la même orientation mais au moyen de paramètres 
différents. Si À’ (t) < 0 sur [c, d], alors À (c) = b et À (d) = a, 
et le paramètre t décroît lorsque 7 croît. Dans ce cas les équations (4°) 
définissent la même courbe que les équations (1) mais avec une 
orientation contraire. 

Dans les problèmes où l’on aura à tenir compte de l’orientation 
de la courbe, par lon comprendra non seulement la courbe mais 
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aussi son orientation. On se rappellera aussi que les équations (1) 
définissent aussi bien la courbe que son orientation (le mouvement 
du point courant dans le sens des t croissants). Si l’on remplace le 
paramètre { par un paramètre t (£ — À (t)), on obtient la courbe avec 
la même orientation ou l'orientation contraire selon que À’ (x) est 
>0 ou << 0. La courbe l orientée dans le sens contraire est désignée 
par LP. 

Si une courbe orientée [est définie par les équations (1), la 
courbe ['_ peut être définie par les équations 


z=qp(—T), 
y=vŸ(—T), TCE[—0, —al. 
z—=YX(—7), 


Introduisons la notion de longueur d’arc d’une courbe continue T. 
Soit donnée une courbe continue T d'équations (1). Considérons une 


Fig. 84 


subdivision de l'intervalle [a, b]l: a = to<ti<ts <<... tn = 
— b. À chaque f, correspond un point 44 € l'(4o = À, A x = B). 
En reliant successivement les points À, par des segments, on obtient 
une ligne polygonale Ty = A5A: . . . À X inscrite dans T (fig. 84). 
La longueur de l',} est égale à la somme des longueurs | A:4»+1 |: 


N-1 


| x | LE 2 | Ar Ar+: | (4) 


La limite (si elle existe) 
im  ITxi=Irl (5) 


max (lj,1 15) +0 


s'appelle longueur de l'arc T. Nous l'avons désignée par |[|. 
On démontre que pour toute courbe continue (1) la limite (9) 
existe. Si elle est finie, on dit que la courbe [est rectifiable. 
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Ta£oreME. Toute courbe T définie par les équations (1) est recti- 
fiable et sa longueur d'arc a pour valeur 


b 


re [VIe OP OP + IX OP dt. (6) 


el 


Dans cet énoncé, il est important que les équations de Î' soient 
définies sur un intervalle fermé [a. b]. Si les fonctions étaient conti- 
nûment dérivables sur l'intervalle ouvert Ja, bl et leurs dérivées 
non toutes nulles, nous aurions dit aussi que les équations (1) défi- 
naissent une courbe lisse, mais sans pouvoir affirmer qu’elle est recti- 
fiable. Cependant toute portion correspondant à un intervalle fermé 
[c, dl & Ja. bl est rectifiable. 


D£ÉMOXSTRATION DU THÉOREME. Appliquons le théorème des accrois- 
sements finis aux fonctions @, pet %. On a (At, = th+4a — fps ÀÂR = 
— max Àt;) 

k 


Ag = @ (Ën+1) — P (fx) = p' (tx) Air, 
A = Ÿ (fn+s) — Ÿ (x) = Ÿ (4) Air, 


AY = Y(tu+) — A (tx) = (1x7) Atn, 
donc 
N=-1 
re © VAyravrar = 


R=0 
N-1 


É à VIe GE + TP GE + TX GE At, = 
N=4 
= 2 VIe" GIE + LP GI + Te GT Ata + 


b 
+rs [VIF OEFIPOE+ OFd (1) 
R 


(té, tr t'a € Jr, tn+1l sont des points distincts), c’est-à-dire que la 
formule (6) est valable. 
En effet. l’intégrant de (6) étant une fonction continue, il vient 


N=1 


lim À Vip ()P+ [8 @)P+ TX" (6)] At, = 


R k=0 


b 
= (VI OP + OP + 1x OP à. 
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D'autre part, 
N-1 
role D VIP GE GE EN — 
R=0 


VIP GET GE + x EDP] At | < 
N-1 
< D VI) — GIE + Lx" (7) —- x (I) AU 
k=0 


Les fonctions w’ et x’ sont uniformément continues sur [a, b], 
car continues. Donc, si Àr << 6, alors 


Gp CU) < Te 
Pour majorer |r, | on s’est servi de l’inégalité triangulaire 
[VE+E+E-V nitni+nl< 

SV (Es — 11) + (2 — 12° + (Es — 3)? 
Appliquons la formule (6) au calcul de la longueur d'arc de 


définie par les équations (1”)}. On a (voir (6)) 
d 


ie | VO + GO) Gi) dr = 


c 


d 
= [VE GO) + A CODE QU DEL (r) dr = 
‘ b 


= (VE U+-V OPEN (r) >0). 
Donc, ITl=1"r|. 
Nous constatons que la formule (f\ exprime intrinsèquement la 
longueur d'arc. 
Considérons la fonction 


s=p()= (Vo UP + WPF W}du (agt<b). (8) 


Elle exprime la longueur de l'arc AC, où Cest le point variable de 
l'arc AB = V, correspondant à la valeur du paramètre ft. L’inté- 
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grant de (8) est une fonction continue de , car la dérivée de la lon- 
gueur d'arc s par rapport à t est égale à 


= Vo OP + OP + EX OP. (9) 


Comme œ’ (t), w° (t) et x’ (t) sont continues, ds/dt l'est aussi et de 
plus elle est strictement positive (cf. (2)). Donc, s = pu (t) est stricte- 
ment croissante sur [a, b] et possède une fonction réciproque 


t=pT(s), O<s<ITI, (10) 
continüment dérivable telle que 
d ’ ° : ’ o , a3—1/2 
LL [Gp (+ (+ PTE > 0. 
Dont, la variable s peut être prise pour paramètre et l’équation de F 


peut alors s'écrire 

z= plu t(s)] = pu (s). 

y=vplut(s)]= 1 (s), 

2=%{[u"1(s)] = %+ (s),| 
les fonctions p,, Ÿ, et x. étant continüment dérivables sur [0, | |]. 

Si l’on se place dans le plan, il faut poser z = % (t) = 0 dans les 

raisonnements précédents. La courbe plane différentiable est définie 
alors par deux équations: 


z = (é) 
et FEI 2 


où et 4 sont des fonctions continüment dérivables telles que 
(q° @))° + (PO) >0, +Ela, b]. 


La longueur de [a pour valeur 
b 
ri = [VOTE à. (6') 


La longueur d’arc AC = l, où C'est un point de F, corres- 
pondant à la valeur. du paramètre tE[a, b], vaut 


( 
s= [VU + UP du, (8) 


et 
ds = V (p°(t)}2+(° (6) dt. (9”) 
Si l'est définie par une fonction continüment dérivable 
= Î (x), x € [a, b], 
on peut admettre que x est un paramètre et l'équation de ll devient 


LT =ZT, 
y= f(x), FEÈE 
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En vertu de (6°) 


= | Vi+ (a. 


La différentielle d'arc de TL s'exprime par la formule 
ds = V dr° + dy°. 


EXEMPLE {. Trouver la longueur d'arc de la courbe PF: y=chzx, 
zC[0, 2]. 


On a 


- 2 
F1 = [VT+(sha} dr = | chzdr=shx|i=sh2 = 
0 0 


» 
ExEMPLE 2. Trouver la longueur d’un cercle T de rayon À. Le 
cercle est défini paramétriquement par les équations: 
z—=Rcosé, 10.0 
y= Rsint, EI0, ëxl]- 


Alors 


te 


xl 27 
T1 | VRtsintt + R'cos’tdt=R | dt = 2nR. 
Û ni 


ExEMPLE 3. Trouver la longueur d’arc de la courbe l: y = 
= [V2 + 1° dt, lorsque x varie entre 0 et 2. 
0 


On pourrait exprimer y en fonction de x en calculant l'intégrale 
par une substitution d’Euler ou par une substitution ramenant l’inte- 
grant à une fonction rationnelle. Or, ici on peut se dispenser d'expli- 


citer y. En effet, y” — V 2x + x°. Donc, 


IT] = | VT+2rtr dr = Î (c+1) dr = CH =. 
0 0 


$ 4. Courbure et rayon de courbure d’une courbe. 
Développée et développante 


On appelle courbure d'un cercle de rayon R le nombre 1/R. Ce 
nombre peut encore être défini comme le rapport de l’angle formé 
par les tangentes aux extrémités d’un arc de cercle à la longueur de 
cet arc. L'’angle formé par les tangentes au cercle en À et B est égal 


à l'angle au centre «& des rayons OA et OB. La longueur | AB | de 
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l'arc ÀB est Ra. Donc (fig. 85) 


AB L Ra R £ 


Cette définition de la courbure du cercle nous suggère de définir la 
courbure d’une courbe lisse quelconque T de la manière suivante. 

Soit une courbe lisse arbitraire T. 
Comme indiqué au $ 3. celle est rectifia- 
ble et l’on peut parler de la longueur de 


l’un quelconque de ses arcs AB. L'angle 
a (0< « << x) formé par les tangentes 
à l'en À et B s’appelle angle de contin- 


gence de l'arc ÀB. Le rapport de l’angle 


de contingence de l'arc AB à la longueur 
de ce dernier s'appelle courbure moyenne 


de ÀB (fig. 86). Enfin, la courbure de la Fig. 85 
courbe l'en un de ses points À est par 
définition la limite (finie ou infinie) du rapport de l'angle de con- 


tingence & de l’arc AB à sa longueur| AB | = | As | lorsque cette 
dernière tend vers 0: 


: [ À 
Fr: (1) 


Donc. À € [0, œ]. Par définition, À — 1/X est le rayon de courbure 
de l'en À. Dans le calcul de R on convient que 0 = 1/ et oo — 1/0. 

Le point O, situé sur la normale 
à l'en À à une distance R — 1/K 
de À dans le sens de la concavité 
de l s'appelle centre de courbure 
de l'en À (fig. 87 et 88). Il est 
évident que le centre du cercle est 
confondu avec le centre de cour- 
bure. 

On appelle développée de F la 
courbe y. lieu géométrique des 
centres de courbure ©, de F. La 
courbe [' s'appelle développante de. 

Fig. 86 Soit une courbe l  d'’équation 

y = f(x) (cLz-<d). On admet 

que / a une dérivée seconde continue. Trouvons la courbure de F 
en À = (x, f (x)). Soient p, et p, les angles formés par les tangentes 
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à l'en À et B = (x + Ax, f(x + Azx)) avec l’axe Or (fig. 86) 
tepi=f'(x), tgp:=f(r+ Ac), 


a = |[Arctg f’ (r)— Arctg f’ (x + Azx)|. (2) 
On a 
_— x+Ax 
as=|481= | VT+U@ du. (3) 


A partir de (1), on obtient en appliquant la règle de l'Hospital 


Fi ET A (z+ Az) _ 
0 [VTT du 


ee) — 
Vire e+anp| GA+O GPA? 


——> 
—— 


bx—0 
D'où la formule de la courbure 


* (T 
DE TT Gr (4) 
Si la courbe lisse F est définie paramétriquement par les équations 
un a<t<b 
y=v(t), 


où œ et 1 sont des fonctions bicontinûment AMOR on obtient 
(cf. chap. 4, $ 11) 
TU? — YTt 


f’ CEE PO= GR — 


(z;° + Yt s°)5/3 | __ 1 ds 
Yeti Zi |” er 6) 
Formons l'équation paramétrique de la développée y d'une courbe 

T définie par y — f (x) (fig. 87, 88). On a (cf. (4)) 
4 1" (1 7 (x) sgn f(x) (6) 

RO (A+ (AE (+ (2) SE | 
Soit O, (£, n) le centre de courbure de l'en À = (zx, f (x)). Ce centre 

est défini par le vecteur 

p =r + Rw, (7) 
où r est le rayon vecteur de À € T', v, le vecteur unité normal orienté 


dans le sens de concavité de F. La courbe Fa pour équation vec- 
torielle 


r = (x, y). 
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D'où 


S 


ra = (y) re = (0, y). 
D'autre part (cf. chap. 4, $ 23, (3’)), 


— Yz 1 
V= tl—— , 7) : 
Vitus  Vi+vé 
Il faut prendre le signe tel que le vecteur v soit orienté dans le sens 
de la concavité de F, c’est-à-dire tel que le produit scalaire (v, r..) 


Fig. 87 Fig. 88 


.e y : " ; æ 2 
(v, r;)= + Vis (sen yz) (1 + y) À, 
X 
Donc 
: — Yx 1 
V=— cgn —— —_—— |,, 8 
: Tr 7) &l 


En passant aux projections dans (7) et en tenant compte de (6) et 
de (8), on obtient 


pes RER esse UT) 
‘ 7 Oyesengs (A+ye A yx | 

(1 + y 5)9/° sgn # 1+y À @) 
n=y+ Er 


Tesen ns CU UT 


Montrons que .la.normale à la courbe (la développante) en un point 
A = (x. f (x)) est tangente à la développée y en O, —(E, n). Il suffit 
pour cela de prouver que. les tangentes à‘ la courbe let à la déve- 
16—0622 
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loppée y aux points homologues sont orthogonales : 
x! P 4 ; [1— s 1+ y …. ” 1+y2 ,- 
xSx TT Yxx — y y ue (——=-) ]+ 


x 


x 
re y 

+ys [ui + ( y ) |=0. 
Voici une autre propriété importante de la développée. L'accrois- 

sement du rayon de courbure de la développante est égal au signe près 


Fig. 89 Fig. 90 
à l'accroissement de la longueur de l'arc correspondant de la développée: 
R:—Ri=Æ+E]0 — 01. 


Nous glisserons sur la démonstration. 
Imaginons-nous un fil enroulé sur la développante. Déroulons 
ce fil en le maintenant toujours tendu. Il est évident qu’il se déta- 


Fig. 91 


chera de la développée en lui restant toujours tangent. L'extrémite 
libre décrira une développante (fig. 89). Comme le fil peut être de 
longueur arbitraire, la développée engendre une infinité de dévelop- 
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pantes. La longueur de fil déroulé est visiblement égale à l’accroisse- 
ment du rayon de courbure de la développante. Si la courbe T est 
définie par les équations paramétriques zx = x(t) et y = y (t), 
alors la développée est donnée par les équations: 


,_ TU , TUE 
E=T— y 1.7 9 N=Y+T! 


—_—— = 
Tee — UtTt TeUr— YiTi 


(10) 


(voir chap. 4, $ 11). 


EXEMPLE 1. La développée de la cycloïde x = t — sint, y — 
—= t — cos test la courbe £ = { + sint,n = —1 + cos t. En posant 
t = t + x, on obtient les équations 


E—n—=1t—sint, n+2—1—cos7, 


qui définissent la courbe de départ mais translatée (la développée 
de la cycloïde est une cycloïde congrue, fig. 90). 


ExEMmPLE 2. La développée de l’ellipse x = a cost, y = bsint 
a > b > 0) est une astroïde (fig. 91) 


2— Ds es) 
Ë = — cosÿ #, n=—- — sin f. 


$ 5. Aire d’une surface de révolution 


Soit lune courbe d'équation y = f (x) dans un système de coor- 
données rectangulaires. On admet que la fonction f (x) possède une 
dérivée continue sur {a, b]. Calculons l'aire S de la surface de révolu- 
tion de F autour de l'axe Ox. Considérons à cet effet la subdivision 
a = ZX <<... <Xn = b de [a, b] et inscrivons dans la courbe 
F' une ligne polygonale |, de sommets (xr,. f (x.)). Calculons l’aire 
de la surface de révolution de cette dernière autour de l’axe Oz (c’est-à- 
dire la somme des aires des surfaces latérales des cônes tronqués) : 


n—i 
SA = 1 2 (f(21) + f(zxu)l V Arf + Ayé, 


Ayn = f(zr+1) — f(x). 


En appliquant le théorème des accroissements finis à Ay, on 
obtient 


ni 


Sa =n >, (ex) + f(n#1)] V 1+ (7 Ex))° An = 
kms 0 


16° 
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n— 1 
=2n S f(x) VIF A+ R, + 


k=0 
b 
+ 2 | SV TETE 


pour ÀR — max Az, —+ 0; le théorème des accroissements finis dit 


k 
que Ex € lrx, træil. En effet, les fonctions f et f” étant continues 
sur [a, b], la fonction f (x) V1 + (f’ (x }° est intégrable et 


fn — 


1 b 
Lim 27 D f(e0) VTFU Go) Ars = 27 | (2) TUE dr. 
RT k=0 a 


D'autre part 
(Ra =] 5 EF (ea) + 1 (rue) VT + FE — 
— 2f (21) V T+ (F7 Gx)5} Az, | = 
= 46) + eue) TE ENV TFUE + 
+ nes) — fi) VT+ TG} An | < 
<r > {CLÉ Ga) + If x) 1) 1° x) — (aa) + 
HV LH CP GE If (Gus) — f (mx)1} An. 


Etant continues sur [a, b], les fonctions j et f” sont bornées et uni- 


formément continues sur [a, b]. Donc |f|< M, V1 + (f ()}° < 
< M et pour tout e > 0 il existe un ô > 0 tel que 


Ge) N< G— 


[f" (zx) — f(x) TG 
pour ÀÂr<<Ô. D’où 


n-1 
£ {4 
RIT D {za 37 M (b— a) + M Sn M (b—a) } tr = 
k=—0 


n— 1 


=-— ÿ Az, — —— (b— a) —e, 
h=0 
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c'est-à-dire que R,—0 avec Àr. Donc, l'aire de la surface 
de révolution est égale à | 


b 
S=2n | f(:)VT+0 G} dr. (1) 
ExEMPLE. Trouver l’aire S de la surface de révolution de l’ellipse 
2° y 
autour de l’axe Oz (l'aire de la surface de l’ellipsoïde de révolution). 


SoLUTION. L'’équation de la moitié supérieure de l’ellipse est 
bi 
y= Va (Ix1<a), 


d’où 

, _ D T 

1 — a Va— xt 
Donc 
S —2n . V'a— 7° ae 1+ + dx = 


+ + (ve (a® — EE) r° dx = (u = x Va —b:) — 


a Vai-b3 


Az = 
= | V a* — u? du = 
0 


a° l a” — 


4nb — ‘ , 
nn —— {+ V a —u" + = Arcsin +) = 
a® J/ a —b? a Jo 


Lorsque b = a, on obtient une sphère de rayon a dont l'aire est 
S — A4na*. 


$ 6. Formule d’interpolation de Lagrange 


Posons le problème suivant. On demande un polynôme L, (x) 
de degré Sn qui prenne les mêmes valeurs qu’ une fonction f (x) en 
des points Zo, Zi, - - -, Zn donnés, c’est-à-dire que 


Î (zh) = L;h (zx) (Æ = 0, 1, ..., n). 
Le polynôme L, (x) est unique. Si l’on suppose qu'il existe un autre 
polynôme L, (x) jouissant des mêmes propriétés, alors la différence 
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La (x) — L, (x) s'annule aux points ze, ..., æ. Etant de degré 
< net possédant r + 1 zéros, le polynôme L, (r) — L, (x) est iden- 
tiquement nul, et par suite, L, (x) = L, (x). 

De l’unicité il résulte que si la fonction f (x) est un polynôme 
de degré n, alors elle est confondue avec L, (x) pour tous les x (f (x) = 
= L, (x)). 

Trouvons un polynôme @, ; (x) de degré #7, nul en x, # x, 
et égal à 1 au point x;. On a de toute évidence 
Qn.n (2) = A (z— 20) - .. (ZT — Zh1) (x — TZh#1) + + + (Zz — a), 
où la constante À se détermine à partir de la condition 


n n 
1=Qnn(zs)= A [ (xx), ie 4A=[T (2). 
i=0 {0 
igk ik 
Le polynôme cherché est donc de la forme 


n 


Qn. k (x) = Il G=zi) 
i=0 


(Th — 2) 
ik 
Si l’on introduit le symbole de Kronecker 
0 si ki, 
Gu= | 1 si k=i, 
alors 
Qu, n (Ti) = One 


La solution du problème posé est donnée par le polynôme 


La (= À Qu. n (2) f Ga (1) 


L, (xi) = ÿ Qn. à (xs) f (x) = 2 if (tr) = f(xi) 
(= 0, 1:30). 


Le polynôme (1) s'appelle polynôme d'interpolation de Lagrange. 
Comme pour le reste de la formule de Taylor, on montre que si 
f(x) possède une dérivée d'ordre n + 1, alors 


f (2) — La (0) = SL onu (2), 2) 


n 


on (= [ (2 
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et £ est un point appartenant au. plus petit intervalle contenant les 
points Zos Ti» + + 1 Tns T. En effet, posons 


Î (2) — La (@) = Koh + (x), (3) 
où À dépend de zx. Soit 
p (2) = f (2) — La (2) — Kwn+: (2), 
où À a la même valeur que dans (3). Il est évident que œ (x) = 0, 


@(x;) = 0 (i = 0, 1,..., n). Supposons par exemple que x, 
<r<xr <...<zrn. En appliquant le théorème de Rolle à la 
fonction œ sur les intervalles [x,. xl, {x, xl, . .., (x, ,, x,l, on 


trouve que la dérivée @’ (x) s’annule à l'intérieur de chacun d'eux. 
En appliquant ensuite le théorème de Rolle successivement aux fonc- 
tions æ’, .... p(" , on trouve qu'il existe un point Ë, appartenant 
au plus petit intervalle contenant les points x, xzo, Z1, . . ., Zn, 
en lequel @"*1(E) = 0. Or, 


p+0 (2) = 19 (2) — K (n +1)! . 
f (n+ 0 ®) 


En faisant z = E, on obtient XÀ — TEXTES Donc 
(n+1) (È 
Ce) — Lan (2) = SE vu (2), 


ceci prouve (2). 

Le polynôme d'interpolation de Lagrange est utilisé dans le 
calcul approché des dérivées d’une fonction f (x) dont on connaît 
les valeurs en xs, 21, . . ., zh. Plus exactement, on admet que 


19 @) & LA (à). 


Si par exemple l’on connaît les valeurs de f (x) aux points x 
et x, et que l’on forme le polynôme de Lagrange L, (x) correspondant, 
on trouve que 

’ = f (z1) — f (Zo) 
fe EE, 


Dans les paragraphes suivants, on indiquera comment appliquer 
le polynôme de Lagrange au calcul approché d’une intégrale définie. 


$ 7. Calcul approché de l’intégrale par 
la méthode des rectangles et des trapèzes 


Soit à calculer l’intégrale définie d’une fonction f continue sur 
un intervalle [a, b]. Si l’on connaît une primitive de f, on se sert 
naturellement de la formule de Newton-Leibniz. Sinon, et c’est 
souvent le cas, on fait appel au calcul approché. 

Le procédé le plus simple de calcul approché d'une intégrale 
définie découle de la définition même de cette intégrale. Divisons 
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l'intervalle [a, b] en parties égales par les points 


b—a 


Tr=a+k— (k=0, 1, ..., N) (1) 


et posons 


b A N-1 | : 
j fu)ar= = D (2e), (2) 
a k=0 


où le symbole = représente l'égalité approchée. 
L'expression (2) s'appelle formule d'intégration par la méthode des 
rectangles. Dans le cas de la figure 92, l’aire cherchée de la figure 


Fig. 92 


limitée par la courbe y = f (x), l'axe Ox et les droites x = aet x = b 
est approximativement égale à la somme des aires des rectangles. 

Nous savons que, si la fonction f (x) est continue sur [a. b], la 
limite pour Ÿ — œ du second membre de l'égalité approchée (2) 
est égale au premier, ce qui nous permet de considérer que pour 
grand l'erreur de la formule d'intégration (2), c’est-à-dire la valeur 
absolue de la différence de ses deux membres, est petite. Le problème 
de l'estimation de cette erreur se pose tout naturellement. Nous ver- 
rons plus loin comment établir cette estimation si la fonction f est 
astreinte, outre à être continue, à vérifier certaines conditions de 
dérivabilité (c’est-à-dire à posséder un certain nombre de dérivées). 

Il importe de remarquer que si la fonction f (x) est linéaire, iï.e. 
f(x) = Az + B, alors la formule (2) est exacte. Comme une fonction 
linéaire est un polynôme du premier degré, on peut dire que la for- 
mule d'intégration (2) est exacte pour les polynômes de degré <1. 

Citons une autre méthode de calcul approché d'une intégrale 
définie, appelée méthode des trapèzes. Elle consiste à diviser l’inter- 
valle [a, b] en parties égales par les points (1) et admettre approxi- 
mativement que 


b : 
| f(x)dr = — (Core + 
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je SEDPRES se EE 


=  Lf (co) + 2 (1) + 2f (ra) + + +2f (ex) +). (8) 


Dans la formule des trapèzes, la surface de la figure mixtiligne 
est approximativement recouverte par celles des trapèzes (fig. 93). 


XN-1 XN°b x 


Fig. 93 


Il est important de signaler que la formule des trapèzes est exacte pour 
les fonctions linéaires Ax + B (A et B sont des constantes), c’est-à-dire 
pour les polynômes de degré <1 ; si l’on substitue une telle fonction 
à f (x) dans (3), on obtient une égalité. De ce point de vue la formule 
des trapèzes ne présente aucun avantage sur celle des rectangles: 
elles sont toutes deux exactes pour les fonctions linéaires. 


Désignons par Rx ({) la différence des deux membres de la formule d'inté- 
gration et appelons-la reste de la formule d'intégration. 

Si la fonction / admet une dérivée f” continue par morceaux et telle que 
L f" (x) | < AM. alors le reste de la formule des rectangles (2) vérifie l'inégalité 


M; (b—a)° s)? 
TAROT 3 (27 
et le reste de la formule des trapèzes, l'inégalité 
M; (b— a)° , 
lANOI< x —-. (3°} 


A noter que les constantes sont calculées ici exactement, elles ne peuvent être 
diminuées. L'estimation (2°) est établie plus bas. Les autres sont données sans 
démonstration. 

Nous remarquons que dans les deux cas, R y (f) = © (N-1) pour les fonctions 
admettant une dérivée bornée (cf. chap. 3, $ 10. (14)). 

Pour les fonctions f (r) telles que | f” (x) | < M, sur [a. b] on a la majora- 
tion 
M,(b—a) 
lRXOIS< NE 


qui est vraie pour les formules des rectangles et des trapèzes. Maintenant 
Ry U) = O (N°) pour les deux formules. 
Il s'avère que R y (f) = O (N-?) pour les fonctions / telles que | f(b (x) | < 
< M(L1> 2), c'est-à-dire que la précision ne s'améliore pas. 
L'explication de ce phénomène réside dans le fait que les deux formules 
d'intégration ne sont exactes que pour les fonctions linéaires. 
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Si une fonction f est telle que f”’ (r) < M. on peut établir une formule 
d'intégration dont le reste RX (f) = O (N-3). Cette formule doit être exacte 
pour les polynômes du second degré. Or, si elle n'est pas exacte pour les poly- 
nômes du troisième degré, alors le reste R,. (f) = O (N-) pour les fonctions 
possédant une dérivée quatrième bornée. 


Le phénomène décrit sera illustré sur l'exemple de la formule de Simp- 
son !) au $ 8. 


Prouvons l'estimation (2’). Posons k — = , mener, z Sont 
les points de (1). Alors . 


b N=1 m1 int 3 N-1 
iRnDi=] (rade DEN |<]X [ r@d-r ZX 1E0l< 
a 0 0 > 0 
N=1 Ent 5 N-1 Ent 3 
<>) | foë-n@l= ZX] | vo-rœial, 
0 h 0 h 
Ën— 5 BR 35 


puisque 


ue 
| f (Ex) dr = hf (En). 


En appliquant le théorème des accroissements finis à l'intégrant et compte 
tenu de ce que | f (x) | < Af,, on obtient 


h 
Ni nt 
Rvpig D] | rente 4 |< 
0 h 
Eh 35 
h h 
nt at 3 N-16rtz 
<D |'ifépils-tid<m D | 12e, 
0 . h 0 h 
En 5 Eh — 2 
où 62 est compris entre x et EL. La substitution r—E,=—t nous donne 
N—1 h/2 h/2 
|RrDI<M Ÿ | léldt=2Mien | t dt = 
0 -h/2 0 
: 42h72  MiNh®_ M1 (b—a) 
RÉ QU Ca au 


1) Thomas Simpson, mathématicien anglais (1710-1761). 
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$ 8. Formule de Simpson 


Soit à calculer approximativement l'intégrale de la fonction 
continue f (x): 


b 
| f(x) dz. (1) 


On cherchera la valeur approchée de l'intégrale sous forme de la 
somme 


b n 
Ji@arr paf (en, (2) 


k=0 


OÙ Pos Pis + + + Pn Ct Los Tir + + + En E la, b] sont des nombres 
donnés. 

La formule (2) s'appelle formule d'intégration de nœuds x, et de 
coefficients de pondération px. 

Quand on établit des formules approchées, on exige que la for- 
mule (2) soit exacte pour les polynômes de degré nr. Cette condition 
sera remplie si pour valeur approchée de l'intégrale (1) on prend 
l'intégrale définie du polynôme d'’interpolation de Lagrange de la 
fonction f: 


b b b nr n 
frearr | L(zjaz = | 5 Que f(asdr= Y paf(en), (8) 


© 


b 
pr = | Qn.x(x)dz (&=0, Re n), Oh. r (x) = es) 


(Zh— 25) ? 
A 
car si f(x) est un polynôme de degré n, alors f(x) = L, (x). 
Etablissons la formule (3) pour 7 — 2 et pour les nœuds 1,=a, 
: , T2=6b. On a 


_ 4 
T—=— 


D jo) nn CD ee? 
2.0 Fe 


(zo—Z1) (To— T2) (b— a)? 7 (b—a) b—a ? 
__  (z—zo)(z—2xs) ___ —4(z—a)(z—b) 
Qù. | (x) SE (Z1 — Zo) (z: — Ta! = (b— a)° ue 


_4 en _4 2 


— a)° b—a ” 
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__ (r—zro)(T—z,) __(z—a)(2r—a—b) __ 2(z—a} __z—a 
Q2.2(r) = (Z2— 10) Gr) EE (b— a)° __ (b—a} b—a 
Donc 


b 
As (&— D Jp b—a 
Po — | Qz2. o(x) dr = Eee. 73(b—a)} Æ se | — 6 


Par des raisonnements analogues, on trouve 


2(b—a) 


: b 
SE) Î CR re ne | Qz.2(2) dx = ? 


Et la formule (3) pour n--2 s'écrit 

| 

, Fa la formule simple de Simpson correspondant à l’intervalle 
a, b 


Géométriquement, la formule (4) signifie que nous avons rem- 
placé l’aire de la figure mixtiligne définie par la fonction f (x) sur 


= [+4 (=) +56). (4) 


Fig. 94 


(a, b] par l’aire de la figure située sous le graphe de la parabole 
(fig. 94): 


y = La(z) = f (a) Qu. o(2) + f (SE ) Q2 à (2) + 1 (6) Qu. 2 (2). 


On rappelle que la formule (4) est, par construction, exacte pour 
les polynômes du second degré. Il se trouve cependant qu'elle est 
aussi exacte pour les polynômes du troisième degré. En effet, 
b 


4 hd 
EX + — . On obtient le même résultat à l’aide de la 
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formule (4): 
-[e+4(S) 46 Te 

= [ (a+ 6) (at—ab+ 6) + | 


_ = Eee = es 


Donc, la formule (4) est exacte pour les polynômes de degré <3. 
Si l'on divise l'intervalle [a, b] en 2N parties égales par les 
points 


rat tk (k=0, 1, ..., 2N) 


et qu’on applique la formule (4) aux intervalles {zx,, z,l, [xs, xl, . .. 
on obtient la formule (complexe) de Simpson 


b 
À Ga) dr À ET 5 Co) + 41 (2) + 24 (2) + 


+ 4f (xs) +... +2f (rene) + 4f (zen) + f(æen)}. (5) 


Que l'on se serve de la formule de Simpson ou de celle des rectangles, les 
calculs présentent le même degré de complexité. Mais si la fonction f (x) est 
suffisamment lisse, il y a avantage à se servir de la formule de Simpson, car 
elle est plus précise. 

Si la fonction f (x) possède sur {a, b] une dérivée seconde continue bornée : 


IF OI< Ma 
et ne possède pas de dérivée troisième ou en possède une que l'on ne peut maju- 
rer, alors il est recommandé d utiliser la formule des trapèzes, ou mieux encore 
b 


Ja formule de Simpson, pour calculer l'intégrale | Î (x) dr. 


a 
On démontre que l'erreur de la formule des trapèzes ($ 7, (3)) est: 
1 (b— a)° 


47 me M: (6) 
et celle de la formule de Simpson (5) 

4  (b—aÿ , 

8T' A2 Me 


Si la fonction f (x) possède sur [a, b] une dérivée quatrième continue et 
bornée 
FAOG)I< M4, 
il est alors conseillé d'appliquer la formule de Simpson. L'erreur sera alors: 
1 (b— a)° 
2880 N1 


_Si l'on s'était servi de la formule des trapèzes, l'erreur aurait été comme 
toujours de l’ordre de N°, c'est-à-dire moins bonne que (7). 


M, (7) 
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EXEMPLE. Calculer l’intégrale 
1 


I | V'i+ztdz. 
0 

Cette intégrale ne s'exprime pas par des fonctions élémentaires. 

Calculons-la approximativement. Partageons l'intervalle [0, 1] en dix 
parties égales et essayons les diverses formules. 

Désignons les points de subdivision de [0, 1] par zo = 0, 1 = 0,1, ..., 
Zo= 0,9, z10 = 1. Calculons les valeurs approchées de la fonction f (x) = 
= ]/1+1:1t en ces points: 

1 (0) = 1, f (x1) = 1,00005, f (x2) = 1,00080, 
Î (xs) = 1,00404, f (x4) = 1,01272, f (x) = 1,03078, 
Î (ze) = 1,06283, f (z7) = 1,11360, f (xs) = 1,18727, 
f (ze) = 1,28690, f (x10) = 1,41421. 
La formule des trapèzes nous donne: 
1 21,81219 

I= 20 [f (zo)+2f (x1)+ ... + 2j Go)+ (0) = — 55 — 

La fonction f (r) = V1 + zi possède autant de dérivées continues sur 
l'intervalle [0, 1] qu'on le veut. On a indiqué plus haut que l'existence des 


dérivées d'ordre >2 ne modifiait pas la précision de la formule des trapèzes. 
Donc, on calculera l'erreur de cette formule en utilisant la dérivée seconde 


continue 
fl (2) = 22 (3 + zt)/(1 + 24)72. 


Comme M, = max/f” (x) = 2 V/ 2, le reste de la formule des trapèzes est 
x 


—1,09061. 


re eV? 


INT 19.10: * 0002887. 


Donc, 
I = 1,0906 + 0,0024. 


La formule de Simpson nous donne (24 = 10) 
1 2 gp LS (ro) + 4f (ea) +24 (22) 4 (es) + 27 (a) + 8 Ces) + 


9 
29 (20) +41 (ee) +29 (20) 44 Ce) +1 Go) = STE 


Calculons le reste de la formule de Simpson en utilisant le fait que f (x) 
possède une dérivée quatrième continue (l'existence des dérivées d'ordre supé- 
rieur à 4 ne modifie pas la précision de la formule) 


100) (x) = 12 (4 — 14 76 + 5zt)/(1 + x4)7P. 
Comme M4=—= max |f( (x) | 15 V2, il vient 
x 


= 1,08949. 


m 
Rs (1) < us < ne < 0,000012 << 0,00002. 


Donc, 
I = 1,08949 + 0,00002, 


c'est-à-dire que la formule de Simpson est bien plus précise que la formule des 
trapèzes pour les fonctions suffisamment lisses et pour N grand. 


CHAPITRE 8 


CALCUL DIFFÉRENTIEL POUR FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES 


$ 1. Notions préliminaires 


La notion de fonction de plusieurs variables a été introduite à Ia 
fin du $ 1 du chap. 3. Pour étudier les fonctions z = f (x) = f (x, ... 
.. Zn) de n variables. c’est-à-dire les fonctions de points æ = 
= (2,,..., z,) d'un espace À, à n dimensions, le lecteur doit 
connaître les notions élémentaires de la théorie d’un espace à nr 
dimensions !). 
La distance !) de deux pointsæz = (zx, ..., z,)etæ’ = (x,,. 
-. Tn) de R, est donnée par la formule 


n 
asie V À Ge 


Signalons que si x. y. z sont trois points de l’espace R,, ils 
vérifient les inégalités 
I—yi<iz—-z|+ly—-3zl|, (1) 
Nr 1—IyI< 1x — gl. (2) 
Ces inégalités sont dites inégalités triangulaires. Elles admettent 
une interprétation géométrique dans un espace à trois dimensions. 
Les points æz, y et z sont les sommets d’un triangle dont les côtés 
ont pour longueurs |æ — y |, |æ — z |, | y — z |. On sait du cours 
de géométrie que la longueur d’un côte d’un triangle est comprise 
entre la différence et la somme des deux autres côtés. C’est ce que 
traduisent les inégalités (1) et (2). 
Par rapport aux coordonnées des points x, y et z, l'inégalité (1) 
s'écrit : 


(5 (&— ux)"< (5 (&y— sp)" + (5 Guy)" 1’) 
Ceci est l'inégalité de Minkowski 1). 

L'inégalité (2) découle aussitôt de (1). En effet, 
ITI=lz—-y+yl<Iiz-y|l+lyl, 
Iyl=ly—-z+zl<Irz—-yl+lzl, 

1) Voir $ 6. du chap. 10. 
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donc 
—Îz—-yI<Izl—-l1y[<Iz—-ylI, 
c'est-à-dire qu'on a (2). 
Par définition, une suite 

Lt, 2,0). 

D (25420), 

=, 0) 
de points de À, converge vers un point x° € R, si 

|z" — 2 |— 0 (k— co), (3) 

c'est-à-dire si 


VÈ «2 D, (eh — 29e — 0. (3°) 


On écrit alors 
limz*—limz"—20 ou zx*— x 


k—00 
et on dit que le point x° est la limite de la suite de points x". De 
(3) il résulte que 
ma, k— 00 Gj=1,...,n) (3”) 
et réciproquement. Donc, dire qu’une suite de points z* converge 
vers un point x° revient à dire que chaque coordonnée z$ du point 
variable x“ converge vers la coordonnée correspondante 1° de x°. 
On a 
lim (2° + y*) = lim z* + lim y", 
lim (ax*“) — «a lim x", 
lim (a,xz) = zx lim ay (* — co), 
où & et «, sont des nombres. En effet, si lim x" = x°, lim y" — y", 
Jim a}; — &o, alors 


It y" —(m+yi<lz  —æ|+ y —-y | +0, 


[az — ar | = |œ||z*—zx |—+0, 
la,z — ar | = | ax — à | | x | —+ 0. 
Une courbe continue T de R, est un ensemble de points 
æ = x (t) 
dépendant d’un paramètre t E la, b] et tels que 
|z (t) — zx (to) Ps 0, t, € la, bl]. (4) 


Par rapport aux coordonnées du point æ = zx (t) de F', cette rela- 
tion s'écrit: 
x; = tj(t), t E [a, b] UT : 5; n), 
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où x; (t) sont des fonctions continues de t. En effet, 


| & (£)— & (Co) | = [> [x; ()— zx; ot) de 


Si le premier membre de cette égalité tend vers Ô pour t —+ t,, il 
est évident que pour tout j =1Â,...,n 


tft) zi(to) tte (5) 


et réciproquement, si (5) est réalisée pour tout j = 1, ..., n, 
alors on a (4). 


$ 2. Ensemble ouvert 


Soit un point æ° = (x, ..., 2) d'un espace R, à n dimensions. 
On appelle boule fermée de rayon r >0 et de centre x° l’ensemble 
des ponts æ — (rx, ..., x») € R, tels que 


No 778 | 2 2 |" <r. 


On appelle boule ouverte de rayon r et de centre x° l’ensemble des 
points æ tels que 
| Iæx—z |<r. 


Dans R,., on appelle parallélotope fermé l’ensemble des points x 
dont les coordonnées vérifient les inégalités a; < x; < db; (j = 
= 1,...,n). Si r = 3, on obtient un parallélépipède rectangle 
dont les faces sont parallèles aux axes de coordonnées rectangulaires 
(Ozx;, Ox2, Oxs). On appelle parallélotope ouvert l'ensemble des points 
æ = (21, - - ., In) de R, vérifiant les inégalités strictes a; << x; << b; 
G=1,...,n). 

L'ensemble des points x dont les coordonnées vérifient les iné- 
galités |z; — x [La ( —=1,...,n), où a > 0 est un nombre 
donné. est un cube fermé de centre x° et de côté 2a. Il est évident 
que pour nr — 3, c'est un cube dont les faces sont parallèles aux 
axes de coordonnées (rectangulaires). Enfin, on appelle cube ouvert 
de À, l’ensemble des points x dont les coordonnées satisfont aux 
inégalités |z; — rz; | <a (j=1,..., n). 

Les coordonnées zx; de tout point æ de la boule ouverte 
Izæ—zx |<r vérifient l'inégalité 


ñn 
|zy— il <(2 (x —2)) <<. 
1= 
Ce qui prouve que le point x appartient au cube 


Izy—mil<r G—=1,...,n). 


Donc, une boule de rayon r et de centre x° est contenue dans le cube 
de côté 2r et de centre x°. Ceci est illustré sur la figure 95 pour nr = 2. 


17—-0622 
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D'autre part, le cube 

It; —zil<a (G=1,...,n) 
de côté 2a et de centre x° est contenu dans la boule de même centre et de 
rayon a V n, car les coordonnées des points de ce cube vérifient l'iné- 
galité 

n DS 
È @-ap) re (5 a)" a Va 
1 Ji 


Ceci est illustré sur la figure 96 pour nr = 2. 
Ce qui vient d’être dit pour les boules et cubes ouverts est valable 
pour les boules et cubes fermés. 


La: 
Ge 


Fig. 95 Fig. 96 


Soit un ensemble £ de points x de R,. Par définition, æ° est un 
point intérieur à l’ensemble E s’il existe une boule ouverte de centre 
x° entièrement contenue dans £. On peut remplacer ici le terme boule 
par cube, car toute boule contient un cube de même centre et réci- 
proquement. 

Un ensemble est un ouvert si tous ses points sont interieurs. 
Cette définition s'’énonce encore comme suit: un ensemble E est un 
ouvert si tout point est intérieur du seul fait d'appartenir à E. I] s’en- 
suit qu'un ensemble vide est un ouvert. 

La boule ouverte 

Iæ—z |<7r (1) 
est un ouvert. En effet, soit y un point de cette boule: | y — x° | = 
= p<<r. Pour tout point x de la boule 

Im—yl<e (e<r—p) (2) 
on à 
Iz—a = lz—-y+y—-e|<Iz-y|+ 
+ y—-z |<e+p<r. 
Ceci montre que la boule (2) est contenue dans la boule (1). Donc, 
y est un point intérieur et la boule (1), un ouvert. 

On laisse au lecteur le soin de prouver qu’un parallélotope ouvert, 

et notamment un cube ouvert, est un ouvert. 
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On appelle voisinage d'un point x° € R, un ouvert contenant x°. 
Il est évident que l'intersection de deux voisinages d'un point x° est 
encore un voisinage de x. 

D'après ce qui vient d’être dit on peut définir un point intérieur 
comme suit : on dit qu’un point x° est un point intérieur d’un ensemble 
E s'il existe un voisinage de x° contenu dans E. En effet, si x° est un 
point intérieur au sens de la première définition, il existe une boule 
ouverte de centre x° contenue dans E. c’est-à-dire un voisinage de x°. 
Réciproquement, si x° est un point intérieur au sens de la deuxième 
définition, il existe un voisinage de x° contenu dans E et contenant 
en tant qu'ouvert une boule ouverte de centre x°. 

On étudiera dans la suite des fonctions f (x) = f (x1, ..., x.) 
de nr variables x;. . ... zx, ou, ce qui revient au même, d’un point 
z — (x, ..., 2%), définies sur des ouverts d’un espace à nr dimen- 
sions. 

On dit qu’un ensemble E est connexe s’il contient deux quelcon- 
ques de ses pointsxz’ et x” avec une courbe continue lesreliant, c’est-à- 
dire s’il existe une fonction vectorielle continue zx =æx(t)}, t€ 
€ [0, 1] telle que x (0) = x’, æ()=x". x(t)EE (cf. $ 1). 

On appelle segment [x’, x”] d’origine z’ et d’extrémité x” la 
portion de courbe x (t) = tx’ + (1 —t)x”, tE€ (0, 1]. 

On appelle domaine un ouvert connexe. 


$ 3. Limite d’une fonction 


Au $ 2 du chap. 3, nous avons étudié la notion de limite d’une 
fonction d’une variable. On se propose d’étendre cette notion aux 
fonctions de plusieurs variables. 


On dit qu'une fonction f (x) = f (x1, .-.., zx,) a une limite À 
au point æ° = (1, ..., zn) et on écrit : 
lim f(x)= lim f(x, ...,r,)— A (1) 
æ—x0 xÿx} 


(=1,...,n) 


(ou encore f (x) + À, x — x°) si elle est définie dans un voisinage 
de x°, sauf éventuellement en x°, et si existe la limite 
lim f(x“) = À, (2) 
[eR — r0j—0 
sk 70 
quelle que soit la suite de points z* = x° de ce voisinage, conver- 
geant vers z° (cf. $ 1). 

Voici une définition équivalente : on dit qu'une fonction f possède 
une limite À en un point x° si elle est définie dans un voisinage de 
æx°, sauf éventuellement en x°, et si pour tout & >> 0 on peut exhiber 
un Ô =—>0 tel que 

If@) —AI<eE (3) 


17% 
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pour tous les x vérifiant la double inégalité 
Oz —2x | < 6. (4) 
Cette définition équivaut à son tour à la suivante: pour tout 
e > 0 on peut exhiber un voisinage V (x°) de x° tel que pour tous 
les xE V (x), xx, on ait l'inégalité (3). 
Formulons le critère de Cauchy qui se démontre comme en di- 
mension un (cf. chap. 3, $ 2, théorème 5). 
Pour qu'une fonction f possède une limite (finie) en un point x", 
il est nécessaire et suffisant que pour tout e >> 0 il existe un voisinage 
V (x°) (notamment un cube ou une boule de centre x°) tel que pour 
tous les x, x’ E V (x°) distincts de x°, l’on ait 
[f(@)—f(r)1<e. 
Si À est la limite de f (x) en x°, il est alors évident qu'il est 
aussi limite de f (x° + hk) en À —= 0: 
lim f(æ + h) = À, 
h—0 
et réciproquement. 
Soient f une fonction définie en tous les points de V (x°), sauf 
éventuellement en æx°, © = (w,, ..., w,) un vecteur unitaire 
((o|=1)},t>0,un scalaire. Les points x° + to (0 < t)forment 


une demédroite.i issue de xz°et de vecteur directeur w. Pour tout vec- 
teur @ on peut considérer la fonction 


f(& +to) = f(x + toi, ... In ton) (0<t<ô,) 


de la variable scalaire t, où Ô, est un nombre dépendant de ©. 
La limite (si elle existe) de cette fonction: 


lim f (x° + io) — lim f(i+to:, ...s In + (0) 
150 (>u 


s'appelle limite de la fonction f au point x° suivant le vecteur ©. 


ExEmMPLE 4. Soient les fonctions 


2? + 23 Ti — 15 
f (Zi Te) = Ain et Œ(ris To) — PER . 


Elles sont définies sur le plan (Oz, Ox.,) sauf en x° = (0, O). On 
a (compte tenu de ce que | zx, [° < (2° + xi)°/?) 


2 (ri x5)3"* 2 2\1/2 0 
FF 2) IR 2Gi+ a) = 2lel=21z-|, 


d'où 
lim f(x, x) =0 
XL Xo—0 
(pour & => 0 on admet que Ô = e/2, et alors | f (x,, ze) | << e dès 
que [x | < Ô). 
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Si par ailleurs on admet que k,est une constante, alors zx, = Àz, 

et 
1 — k3 
(ACTE RTS) = ——— A+E 9 

d'où il résulte que les limites de œ en (0, 0) suivant des vecteurs 
SC ne sont pas égales. Donc, q ne possède pas de limiteen 
(0, 0). 

ExEMPLE 2. Considérons dans R, la fonction 

fr, y) = y + y), x + y 5 0. 


Cette fonction admet une limite nulle en (0, 0) suivant le vecteur 
directeur de toute droite y — kx passant par l'origine: 


f(x, kz) = ka/(at + k?x°) = kzx/(x? + k2) + 0 pour zx —+ 0. 


Toutefois, cette fonction ne possède pas de limite au point (0, 0) 
puisque pour y = 1° 
f(x, 2°) = xé/(xs + xt) — 1/2 et lim f(x, x°) = 1/2. 


X—0, 
v=x° 


On écrira lim f(x) = © si la fonction f est définie dans un 
0 


voisinage de x’, “sauf éventuellement en x°, et si pour tout V >0 
on peut exhiber un Ô > 0 tel que | f(x) | > N dès que 0 < | x — 
— x" | << O0. 

On peut envisager la limite de ru ZI — ©: 


lim Î (x) = (5) 


Si le nombre À est fini, il faut en l'égalité (5) comme suit: 
pour tout & =>0 on peut exhiber un N >>0 tel que pour tous les 
points x vérifiant la relation | x | > V, la fonction f est définie 
et l’on a |f(x) — À | << &. 

n à 


lim (/(2) + p(x))= lim f (2) + lim ç (a), (6) 
lim (f(x) (&))= lim f(x) lim ç(æ), (7) 
r—r0 r—r0 T—r0 

lim f(x) 
f (TZ) __ +70 : 
nve og  (,09() #0) ® 


où éventuellement z° = «. Il est entendu que les limites (finies) 
des premiers membres existent s’il existe les limites de f et de +. 
Prouvons (7) à titre d'exemple. 
Supposons que x* —x° (x* = x°); alors 
lim (f(2*)p(2")= lim f(2*)- lim q(s")= 
æR_ 70 æ"-x0 æ"—x0 


= lim f (x) lim œ(x)- (9) 
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Donc, la limite du premier membre de (9) existe et est égale 
à celle du second membre. Comme la suite {x} est arbitraire, cette 
limite est égale à celle de la fonction f (x) @ (x) au point zx°. 


THesoreME. Si une fonction f possède. une limite non nulle en un 
point x°: 
lim f(x) = A 0. 
r-x0 
il existe un Ô >>0 tel que pour tous les x vérifiant les inégalités 
0<|xz—x |< 6, (10) 


If@)1>TA [2 (11) 


En outre. la fonction f garde le signe de À pour les x vérifiant (10). 
En effet, posons € — | À [/2 et trouvons un ô >> 0 tel que pour 
tous les x vérifiant les inégalités (10). l'on ait 


l'ont ait 


|f(æ)— AlI<7!A [/2. (12) 
Donc, pour ces x 
IAP/2>14A—-f@)IZIAlI—-T1f(x) I, 
c'est-à-dire qu'on obtient (11). De (12) il s'ensuit pour ces x: 
. 
A—Têl < f(x) < A+, 


d'où 4/2 < f(x) pour À LS et f (x) < Fr pour À < 0. 


REMARQUE. Au $ 12 de ce chapitre, on donnera une définition 
plus générale de la limite d’une fonction définie sur un ensemble 
arbitraire. 


$ 4. Fonction continue 


Par définition, une fonction f (x) — f(x, ..., zh) est continue 
en un point x° = (2. .... 2») si elle est définie dans un voisinage 
de x°, y compris en x°, et si sa limite en x° est égale à sa valeur 
en ce point: 


lim f(x) = f(2°). (1) 
r—x0 


La condition de continuité de f en x° s'écrit sous la forme équi- 
valente: 


lim (2° + h) = f (a) (1°) 
autrement dit, la fonction f (x) est continue en x° si la fonction 
f(æ + h) l’est en h = 0. 

On peut introduire l'accroissement de f en x° correspondant 
à l'accroissement de À = (h,, ..., h,): 


Mia) =f(@ +h) — f(x) 
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et définir la continuité de f en x°:,une fonction f est continue en x° si 


lim A,f(æ)= lim [f(r+h,,...,zn +h,)— 

h-0 A h, —0 

—f(x,...,2n)]=0. (17) 

L’accroissement A,f (x°) s'appelle accroissement total de f en x°. 
Des formules (6) à (8) du $ 3 il s'ensuit immédiatement le 


_ TuasorsME 1. La somme. la différence, le produit et le quotient de 
fonctions f (x) et @ (x) continues en x° est une fonction continue en ce 
point, pourvu que @q (x°) = O dans le cas du quotient. 

Une constante c peut être traitée comme une fonction f (x) = c 
de x = (x,. ..., z,). Cette fonction est continue quel que soit x, 
car 
fæ+h)—f(z)=c—-c=0—+0 (h —+ 0). 


La fonction f; (x) = x;, j = 1, ..., n, est également continue. 
En effet. soit k = (h,, .- :.. h,); alors 


[f(x +h) — jf; () | = RSS [hs 1I<1k|—+0 
(k — 0). 


Si l’on effectue un nombre fini d’ additions. de soustractions et de 
multiplications sur les fonctions x, et les constantes, on obtient 
des fonctions appelées polynômes de x ou de (x,. ..., x,). D'après 
les propriétés énumérées ci-dessus, les polynômes sont des fonctions 
continues sur R, (pour tous les x € R,). Le quotient P/Q de deux 
polynômes est une fonction (ou fraction) rationnelle qui. de toute 
évidence. est continue sur R,, sauf aux points x, où Q (x) = 0. 
La fonction 


P(x)=x —2x + iits + 212, — 35 + 4 


est un exemple de polynôme de (zx,, z:, x:) du troisième degré. 
On a le 


TH£OREME 2. Soient f (x) =f GE - + +, Tm) une fonction continue 
en un point æ° =(x,, ..., zm) E Rm, Ps (u) — PU, - - ., Un) 
des fonctions continues en un point u° = (uf. ..., W)ER,. Si 
Pr (u°) = x (j = 1. .. m), alors la fonction 


Fu) = f(qp1(u), pa (u), . .., Pm (u)) 
est continue en u°. 


DEMOXSTRATION. La fonction f étant continue en zx°, pour tout 
£ >> 0 on peut exhiber un ô > 0 tel que f soit définie pour tous les 
æ pour lesquels [rx; — 1 | << 6 (j=1,..., m), et | f (x) — 

— f(x) | Le. Les fonctions œç; étant continues en u° € Rh, on 
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peut indiquer un n >>0 tel que pour tous les points uw € R, de la 
boule Ju —u° |<n l’on ait 


| ps (u) — ps (u7) | < 6 =, ses, m). 


On a alors 
|F(u) — F(u°) | = 

| (O1 (ue), - - ., Pm (u)) — f (pi (u°), . . ., Pm (u°)) | < &, 
c.q.f.d. 

On appellera fonction élémentaire de zx,, ..., x, une fonction 


obtenue à partir de ces variables et de constantes c par un nombre 


X 


ZIN 
UF4 X! 


Fig. 97 


fini d’additions, de soustractions, de multiplications, de divisions 
et d'opérations ®, où y sont des fonctions élémentaires d’une variable 
(cf. chap. 3, $ 8). Comme exemples de fonctions élémentaires. citons 

1) sinlnW1+z+y =f;, 

2) sin*c+cos(r+y)—=f:, 3) In = fs 

Il est immédiat de vérifier en se servant des théorèmes { et 2 que 
les fonctions jf, et jf, sont continues sur le plan (zx, y), que f, est 
définie et continue aux points (x, y), où la fraction er est définie 
et positive. 

Le théorème du $ 3 et la définition de la continuité d’une fonction 
en un point entraînent immédiatement le 


TH£EOREME 3. Une fonction f (x) = f (z1, . . ., x,) continue et non 
nulle en x° conserve le signe de f (x°) dans un voisinage de x°. 


COROLLAIRE. Supposons qu'une fonction f (x) est définie et continue sur R,. 
À lors l'ensemble G des points x, où elle vérifie l'inégalité f (x) > c (ou f (æ) < c), 
Ve, est un ouvert. 
En effet, la fonction F (x) = f (x) — c est continue sur À, et l’ensemble 
de tous les points zx tels que F (x) > 0 est confondu avec G. Soit x° € G; il 
existe alors une boule 
Iz—æI<é 
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sur laquelle F (x) > 0, c'est-à-dire que cette boule est contenue dans G et le 
point æ° € G est intérieur à G 

Le cas f (x) << c se démontre de façon analoyue. 

EXEMPLE. Les fonctions 


a 


n 
h@=) SE (G@>0: 
1 


n 


f2(&)=D Ir, 
1 


sont définies et continues sur R;. 

Dans ce cas, les ensembles des valeurs de z telles que jf; (x) << c (i = 1, 2) 
sont des ouverts. Le premier est un ellipsoïde ouvert d’un espace à n dimen- 
sions, le second, pour n — ?, un carré ouvert représenté sur la figure 97. 


$ 5. Dérivées partielles et dérivée suivant un vecteur 


Dans ce paragraphe, on se propose d'étudier des fonctions f 
définies sur un ouvert GC R,. 

On appellera accroissement d'une fonction f de pas h en un point 
æ = (z1..... z,) EG par rapport à la variable x; la quantité 


= f (2, _ Tj-1: T} + k, Tj+1o ET Zn) = Î (z:, _. 2); 


où À est un réel assez petit pour que cette quantité ait un sens. 
On appelle dérivée partielle de f par rapport à x; en un point x 
la limite (si elle existe) 


A, nf (x) 
ES UD Jim 


(= Tl;:: 0) 


Or; UE h—0 hk 
ne ; of (x 2e Ta Si : 
La dérivée partielle 2er est la dérivée ordinaire de la fonction 
f (xt: - - ., zn) traitée comme une fonction de la variable x; à 
Lis 2 Taie Djbis 40 Dr fixes. 


Une fonction z = f(x, y) de deux variables est représentée 
graphiquement dans l’espace par une surface. Il est évident que 
fx (To Yo) (si elle existe) est égale à la tangente de l'angle entre l'axe 
Ox et la tangente au point d’abscisse x, à la section de cette surface par 
le plan y = Yo. 

Si une fonction u = f (z1, . .., x,) possède des dérivées partiel- 


les Ze ( — 1, ..., n) en tous les points x € G, alors ces dérivées 


peuvent être traitées comme des fonctions définies sur G. 
On peut donc poser le problème de l'existence des dérivées 
partielles de ces fonctions par rapport à une variable en x. 


Si la fonction JL possède une dérivée partielle par rapport 
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à r,, on appelle cette dernière, dérivée partielle seconde de la fonction 
L.] 9° # - e e 

f(x) par rapport à x, et on la note a Donc, par définition 


(20) 


0x? Org | og 


pi à | d : 
La dérivée partielle de la fonction _ par rapport à une autre 
variable x; (i-£ k) s'appelle dérivée partielle mixte d'ordre deux 


et se note 
PUS RE LR (2) 
Oz; 0x Oz \ OR l° 
D'une façon générale, on appelle dérivée partielle d'ordre n la 
dérivée partielle d'une dérivée d'ordre nr — 1 par rapport à une 
variable. Exemple: 
ô ( d3f | ô*f 


0x \ or’ y me Ôrs 0y 


Les dérivées partielles FE seront dites dérivées partielles premiè- 
res ou d'ordre un et la fonction f, dérivée partielle d'ordre zéro. 
Pour désigner les dérivées partielles, on se servira encore des 
notations : 
__ ôf d2f 9°f : 6? 
Daf= x; ? DriDrsf = Or, 072 * ‘°°? Or! 


Sir = (r1,...,r,) est un vecteur dont les coordonnées sont 
entières et positives, on écrira 


: 91 *Tnf 
_- Nri LS MR ER Re 
D'f - D; ... D °f= - Se 
ôz;!... 0x, 
e Lé e Lé 03f e ee 
EXEMPLE. Calculer la dérivée PTE de la fonction f(x, y) = 
=1*+sinzy. On a 
ee es MP peine 
dy Pr y — ÿ 
TD — _Orsinry— Cos 
3x due — y y y- 


On peut poser tout naturellement le problème de l'égalité des 
dérivées partielles prises par rapport aux mêmes variables, le même 
nombre de fois, mais dans un ordre différent. 

Par exemple, est-ce que les dérivées 


2 et ch 
zx dy: 0x Ôzx* dy: 


sont égales? 
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D'une façon générale, la réponse est négative. On a cependant 
le théorème suivant. 


THÉORÈME (DES DÉRIVÉES MIXTES). Si une fonclion u-=f Ge n 
RO ls role 
Ôx ? dy? drôy? RE 
dans un voisinage d'un point Po—(xo, Yo) et de plus + et 
ô?f 


Oy 0x 


est définie avec ses dérivées partielles 


sont continues en P,,alors 


8% (Ps) __02f (Po) 


Ôx 0y ôy 0x ? 


autrement dit, la dérivation ne dépend pas de l'ordre dans lequel elle 
a élé effectuée. 

Nous passerons sur la démonstration de ce théorème et nous nous 
bornerons aux remarques suivantes. 


REMARQUE 1. On peut généraliser aisément par récurrence ce 
théorème à des dérivées partielles mixtes continues quelconques, 
ne différant entre elles que par l’ordre de la dérivation. Par exemple, 


ea = 2 [ r }= x (> [Sr ]}= 


Of {+ [<È = __03f 
” dy 0x0y — oy \ oy e | 0y* dx 


REMARQUE 2. Sila continuité n'est pas assurée, les dérivées mixtes peuvent 
être différentes en P,. Soit la fonction 


fe D=—2T (24 0, f(0, 0)=0). 


ne à 
On a aussitôt 
3 À | , 0)—#f(0, 0 
fe (x, y)= Eros et f£(0, o= lim ENT Lo; 
fu (x, = EE et fy(0, 0) =0 


Par definition, 


f, (x, 0)—f, (0, 0) z—0 
a (©, = ie + 1] —= 1; 
fau ©, 9) 2 z x-0 T 
fx (0, 0) =lim fx (0, y)—fx(0, 0) _,, SL à 
y—0 y y-0 


c'est-à-dire que 
Jay V, 0) # fix (0, U). 
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Far es que les dérivées partielles f:, et f;. sont discontinues au point (0, 0). 
n eliet 


zS + Griy2— 3z°yt 
T° + y* 5 0, 


Ÿyx (z, y)= 


. æ 1 (4 L 4 
Ju fuyx (zx, y) F2 7 Jyx (0, 0) —0. 


X=Y 


Introduisons la notion de dérivée suivant un vecteur. Cette notion 
n'a pas de sens pour une fonction d’une variable. 

Soit © — (w1, .- .., &,) un vecteur unitaire arbitraire. On ap- 
pelle dérivée d'une fonction f suivant le vecteur w, en un point x, 
la limite (si elle existe) 


OP f(æ+to)—f(x) 
0@ t 


À noter que dans le calcul de cette limite on admet que ft tend vers 0 
par valeurs strictement positives, donc on peut encore dire que 


2e 2 est la dérivée à droite par rapport à t de la fonction f (x + tw) 


: gr t = 0. 

On peut, comme dans le cas de fonctions d’une variable. parler 
de dérivées partielles à droite et à gauche par rapport à x;. À noter 
simplement que la dérivée suivant le vecteur 1; de l'axe des x; est con- 
fondue avec la dérivée partielle à droite par rapport à x;, mais que 
la dérivée suivant le vecteur — 1; est du signe contraire de celui de la 
dérivée à gauche par rapport à x}. 


$S 6. Fonctions différentiables 


On se placera dans un espace à trois dimensions par souci de 
simplicité. Les raisonnements sont identiques dans un espace à nr 
dimensions. Le cas nr — 1 a été spécialement étudié au $ 7 du cha- 
pitre 4. 

Soit donnée sur un ouvert G € R, une fonction u = f (x, y, 2) 
possédant en un point (x, y, z) de G des dérivées partielles conti- 
nues du premier ordre. Il s'ensuit automatiquement que ces dérivées 
existent dans un voisinage de (zx, y, z). bien qu'éventuellement 
elles soient susceptibles de ne pas être continues aux points distincts 
de (zx, y, 2). 

Considérons l'accroissement de f en (x, y, z) correspondant 
à l’accroissement (Az, Ay, Az), où | Az |, | Ay |, | Az | sont stricte- 
ment inférieurs à un nombre 6 assez petit pour que le point 
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(x + Az, y + Ay, z + Az) soit.contenu dans le voisinage indiqué. 
On a les égalités suivantes: 


Au = f(x + Az, y + Ay, z + Az) — f (x, y, 2) = (1) 
= f(x + Az, y + Ay, z + Az) — f(x, y + Ay,z + Az) + (2) 

+ f (x, y + Ay, z + Az) — f(x, y, z + Az) + (3) 

+ f(x, y, 32 + Az) — f(x, y, 2) = (4) 


= fx (x + 6, Az, y + Ay, z + Az) Az + 
+ fy (x, y + 6 Ay, z + Az) Ay + f: (x. y, z + 6, Az) Az = (5) 
= (fx (x, y, 7) + e1) Az + (fo (x, y, 2) + 2) Ay + 


+ :(& y, 2) +es) Az: = (6) 

= fe (x, y, 2) Az + fu (x, y, 2) Ay + f: (x, y, 7) Az + op) (7) 
(p — 0), 

O<0,, 8, 8,<<1, p=Y Art Ay+ Az, &, €, es > O0 (8) 
(p —+ 0). 


Le passage de (2) au premier terme de (5) se justifie de la manière 
suivante: à la fonction f (ë. y + Ay, z + Az) de Ë, dérivable (à 
y + Ay. z + Az fixes) par rapport à £ sur [x, x + Azx] par hypo- 
thèse. on a appliqué le théorème des accroissements finis. On a fait 
de même pour le second et le troisième terme de (5). Le passage 
de (5) à (6) est purement formel: nous avons posé par exemple: 

fx (x + 06, Az, y + Ay, z + Az) = fe (x. y, 2) + €. 
Mais il n’est pas évident que €, —+ 0 avec p. Ce fait découle de la 
continuité (par hypothèse) de f; en (x, y, z). Enfin, le passage 
de (6) à (7) revient à affirmer que 
€, Az + € Ay + es Az = 0 (p) (p —+ 0). 
En effet, puisque | Az |, | Ay |, | A | <p, on a pour p—+0 
le, Ar + e, Ay + es Az lp Lea l+le | + les |— 0. 
Nous venons de prouver l'important théorème suivant. 


TH£OREME 1. Si une fonction u = f possède des dérivées partielles 
continues (du premier ordre) en un point (x, y, z), alors son accrois- 
sement en ce point peut Ss'écrire 


fe) 0 Ô 
Au=+Lar+-E Ay+<À As+o(p) (p —+ 0). (9) 


p=V ART APTE, 
où les dérivées partielles sont prises au point (x, y, 2). 

Comme les valeurs des dérivées partielles du second membre 
de (9) ne dépendent pas de Az, Ay, Az, le théorème 1 nous dit 
que l'accroissement de f en (x, y, z) peut s’écrire 

Au = À Ar +B Ay+CAz+o(p) (p—+0), (10) 
où les nombres À, B et C ne dépendent pas de Ax, Ay et de Az. 
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[ntroduisons la définition suivante: on dira qu’une fonction f est 
différentiable en un point (x. y, :) si l’accroissement de f en (x, y. 2) 
pour (Az, Ay, Az) assez petits peut être mis sous la forme (10), 
où À, B et C sont des constantes ne dépendant pas de Az, Ay et de 
Az. Donc, dire qu’une fonction f est différentiable en (x, y. :) revient 
à dire que son accroissement Af en (x, y. :) peut étre mis sous la forme 
d'une somme de deux termes: le premier est une fonction linéaire 
A Az + B Ax + C Az de (Az, Ay, Az) appelée partie principale de 
l'accroissement Af, le second dépend d'une manière complexe des 
accroissements Az, Ay, Az, mais si ces derniers tendent vers 0, ce terme 
tendra vers O plus vite que p = V Az + Ay° + Az. 

Il est immédiat de voir que si une fonction jf est différentiable 
en un point (x, y, z), c'est-à-dire représentable par (10), alors elle 
possède en ce point des dérivées partielles du premier ordre égales à: 

df _. (JE (7 
= À, y — B; —=C. (11) 

La première égalité de (11), par exemple, se démontre de la 
manière suivante. Supposons que l'accroissement de f en (x, y, 2) 
se représente par la formule (10). Si l’on pose Az = h, Ay = Az: = 0, 
on obtient l'égalité A,Au = Ah + o(h) (h—-0). Une division 
par h et un passage à la limite nous donnent: 


lim ent — À — 4 
h=0 À CEE 


De ce qui précède résulte le 


Tu£orEME 2. Pour qu'une fonction f soit différentiable en un point 
il est nécessaire qu'elle y possède des dérivées partielles et suffisant 
qu'elle y possède des dérivées partielles continues. 

On rappelle que dans le cas d’une fonction d'une variable, 
l'existence de la dérivée en x est une condition nécessaire et suffi- 
sante de différentiabilité en x. 


De (10) il s’ensuit que si une fonction est différentiable en un point 
elle y est nécessairement continue. 


ExEMPLE 4. La fonction f (x, y, :) nulle sur les plans de coor- 
données z = 0, y = 0 et z — 0 et égale à un dans les autres points 
de À; possède de toute évidence des dérivées partielles nulles en 
(0, 0, 0), mais elle est discontinue en ce point, donc n’y est pas 
différentiable. Par conséquent, la seule existence des dérivées par- 
tielles en un point ne garantit pas la différentiabilité et encore 
moins la continuité en ce point. 


Signalons la différence existant entre la dimension un et la dimension n. 
Pour r = 1, la différentiabilité de f est traduite par l'égalité Af = À 4x + 
+ o (Az), donc si À + 0, le reste tend vers 0 avec Az plus vite que la partie 
principale. Pour n > 1, il en va autrement. Ainsi, pour nr = 3, quels que soient 
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A. Bet C non tous nuls, on peut toujours faire tendre Az, Ay et Az vers 0 de 
telle sorte que l'on ait en permanence À Ar + B Ay + C A: = 0, et alors 
dans (10), le reste o (p) sera plus grand que le terme principal. Au demeurant, 
si l’on fait tendre Az. Ayet A: vers 0 de telle sorte que Az: Ay: Az = A:B:C, 
alors la partie principale de l’accroissement sera du mème ordre que p, et le 
reste tendra vers 0 plus vite que la partie principale. 


ExEMPLE 2. La fonction u = | zx |(y + 1) est continue au point 
(0, 0). Cependant, on voit immédiatement que Ÿ n'existe pas en 
(0, 0). Donc, u n’est pas différentiable en (0, 0). 

Si une fonction f est différentiable en un point (x, y, z), la 
partie principale de son accroissement en ce point s'appelle différen- 
tielle de f en (x, y, z) correspondant aux accroissements (Az, Ay. Az) 
des variables indépendantes et se note 


_ éôf ôf 0 4. 
Les autres notations seront examinées au $ 9. 


$ 7. Plan tangent. Interprétation 
géométrique de la différentielle 


Soit donnée une surface S d’équation 
z = f(x, y), (1) 


où f (x, y) possède des dérivées partielles continues sur un domaine 
du plan (Ox, Oy). On peut admettre que f est différentiable en 
tout point de ce domaine. 

On appelle plan tangent à la surface S en M, = (zo, Yo Zo); 
le plan d'équation 


Z— 50= (E) (X— ro) + (22), Œ vo, (2) 


Ôz 
leurs des dérivées partielles de f au point P, = (xs, ÿo)- 
Désignons le plan (2) par II. Ce plan passe par M, et jouit d'une 
propriété qui le distingue des autres plans passant par M. 
Soit P = (x, y) un point du plan (Oz, Oy) proche de P, — 
= (zo, ÿo) (fig. 98). La parallèle menée par P à l’axe Oz coupe Il 
en T7 et la surface S en M. La cote de M est 


z = f(x, y), 
celle de 7 a pour valeur 


où X, Ÿ et Z sont les coordonnées courantes, (# Jo et (2 Jo les va- 


2= fo vo) + (LE), exo) + (20), uv. 
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La distance des points M et T est égale à 
() 
IMTI = 116 9) —f Go vo) —(<L) (70) — 
af 
— (55), &—vo 1. 6) 
Celle des points P et 2, à 


p=V (z— 20) + (y — yo). 


La fonction f est différentiable en (x, ÿ0), car elle y admet par 
hypothèse des dérivées partielles continues. Donc, le second membre 


Fig. 98 


de (3) tend vers 0 plus vite que p, c'est-à-dire que 
[MT |=0o{p) (p—+0). 

Nous venons de prouver que le plan II tangent à la surface S en 
Mo = (Zos Yo: Zo) Passe par ce dernier et jouit de la propriété suivante : 
la distance suivant l'axe Oz d’un point quelconque (x, y, f (x, y)) 
de la surface S au plan II est égale à o (p) (p —- 0), où p est la distan- 
ce des points (x, y) et (xo, yo) du plan (Ox, Oy). 


Cette propriété est caractéristique du plan tangent, car si un plan I” de 
la forme 


Z—:9 = a(z — 270) + b (y — yo) (20 = f (Lo: ÿo)) 
possède cette propriété, c est-à-dire s'il est justiciable de l'égalité 
Ê Gs y) — f (cos Vo) — à (x — 2o) — b (y — yo) = 0 (p) (pb —+ 0) 
ou ce qui revient au même, de l'égalité 


FC: y) — f Go, yo) = a (z — 20) + d (y — yo) + op) (P —+ 0). 
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alors nous savons que j est différentiable en (xo, ÿo) ct 
0/f of 
a = ce b — —— 
0x ) 0y o° 
autrement dit le plan F°’ est tangent à S (H° — I). 
Donc. pour qu'une surface S admette un plan tangent en un point (ro. yo. 


Î (zo+ Yu)) il est nécessaire et suffisant que la fonction f soit difjérentiable au point 
Po = (zu. Yo). 


Le second membre de l'équation (2) est la différentielle de f 
au point (Zs Yo): 


df= (<E), &—20) + (22), U—v0). 


Le premier membre de (2) est l'accroissement correspondant de la 
cote du plan tangent fII. 

Par conséquent, du point de vue géométrique. la différentielle 
de la fonction f en (xs, yo) est l'accroissement de la cote du point (x, y) 
du plan tangent à la surface z — f (x, y) en (xo, Yo)- 

REMARQUE. Si la fonction z = f(x, y) n’est pas différentiable 
en (rw. Yo). bien qu'elle y admette des dérivées partielles, on ne 
peut pas dire que le plan (2) est tangent à la surface z = f (x, y), 
car en ce point la différence f (x, y) — Z ne tend pas vers 0 plus 
vite que p pour p—+0. Si par exemple la fonction 3 = f (x, y) 
est nulle sur les axes Oz et Oy et égale à 4 dans les autres points du 
plan (Ox, Oy). alors fx (0, 0) = f, (0, 0) — O et l'équation (2) 
devient Z = 0. La différence f (x. y) — Z = f (x, y) — 0 = 1 pour 
tous les points (x, y) non situés sur les axes Or et Oy. Donc. cette 
différence ne tend même pas vers O pour p — 0. 


$ 8. Dérivée d’une fonction composée. 
Dérivée suivant un vecteur. 
Gradient. Fonctions homogènes 


On se bornera à étudier des fonctions de trois variables définies 
sur un ouvert G © R:3. La généralisation à À, cest immédiate. 


Tu£orEME 1. Soient 


u = f(x. y, 2) (1) 
une fonction différentiable en (x, y. 2) € G, 
z= pt), y=v(t), z= X(4), (2) 


des fonctions d'un paramètre scalaire t, dérivables enjtout point t. 
A lors la dérivée par rapport à t (c'est-à-dire la dérivée le long de la 
courbe (2)) de la fonction composée u = F'(t) = f (q (t), # (£), x ()) 


18-0622 
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a pour expression 
Ft) = {2 (op (#), + (), x (6) g” CE) + | 
+ Ju (p @), + (), x ()) D) + 2e E), + (6), x ()) x E), 


ou de façon plus concise 


du __ ôf dr , ôf dy | ôf d: G 
dt Oz dt ‘ y dt ‘ 9z dt * ) 


En effet, la fonction f étant différentiable en (x, y, z), quelque 
petit que soit l’accroissement (Az, Ay, Az), on a 


Au = f(x+ Az, y+ Ay, RE L . 
= Ar+ LAy+—L L'Az+o(p) (3) 


CVS Ki + 0). 


A un accroissement At de t correspondent les accroissements Az, 
Ay et Az des fonctions (2). En portant ces accroissements dans (4), 
on obtient l'accroissement F (t + At) — F(t) = Au de la fonc- 
tion F en t. Une division de (4) par At et le passage à la limite nous 
donnent 


ôf Az Of _Au of Az o (p) 
= Le —— | — 
lim (= = At D'où at Vo A A | 
__ Ôôf dz of. dy 
— 0x dt Tor HR T'é& à? 


c’est-à-dire (3), car les fonctions (2) sont dérivables et 


> 0Vrf+yi+zsé =0 (At —+ 0} 


(At — 0 implique p —+ O0). 
REMARQUE. Si les fonctions x, y, z dépendent de plusieurs varia- 
bles, par exemple de deux: 


z=qplit), y=wp(,T), z2= x(t, t), 
alors en fixant d’abord + et ensuite t, on trouve en vertu de (3} 
ôu 0 ôr , Ôôf ôy , ôf à: 


ôt — Oz dt ‘ dy ôÔt | 6 ot? 
ou of ôz  _9f Ôy Ôf az 


ÔtT Or oÔt O0 de dz dt ° 
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TuroreME 2. Si une fonction f est différentiable en un point 
(x, y, z), alors la dérivée suivant tout vecteur unitaire n = (cos «a, 
cos f, cos y), exprimée par 

_9f __ 0j cl 

nr = COS a+ < —— cos f + —; COS y (5) 
(«, BP et y étant les angles de n avec . axes Oy et Oz), a un sens 
pour elle. 


DÉMONSTRATION. Par définition de la dérivée suivant un vecteur 
(cf. $ 5) et en vertu du théorème précédent, on a 


ER PP La AL RO AL A à le MCE D 
on +10 t — 
t>0 


| f(z+icosa, y +tcosf, F+te0 Je 


ô 
= cos a+ L cos B+- cos y, 


où les dérivées partielles sont prises au point … y, 2). 


Six — ps, y — W(s), : = 4 (s) sont les équations d’une courbe lisse F, 
où le paramètre s représente la ÉE d'arc, alors 


dz 
eg, eve, = (s) 


sont Îles cosinus  — _ vecteur tangent à l. Donc, 


Lo o+ Sr o+ro=Ertee, +0, 10) 


où f est une fonction différentiable, est la dérivée suivant le vecteur tangent 


indiqué. On dit encore que 2 est la dérivée de / le long de Tr. 
Considérons le vecteur 
__ ôf  ôf  aäf 
gradf= (=, Tag ? =) (6) 


appelé gradient de la fonction f au point (x, y, 2). 

La formule (5) dit que la dérivée de f en (x, y, z) suivant le vec- 
teur unitaire n est égale à la projection du gradient en ce point sur 
la direction de n: 


of 
— =(grad 1, n) == grad, fe (7) 
On a l'inégalité évidente 


2L<] gradf | (8) 
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pour tout vecteur n#. Si grad f = 0 (ceci n’a lieu qu'en des points 
exceptionnels), alors Ÿ = 0 pour tout #. Si grad f 0 (l’une des 


dérivées partielles de f n’est pas nulle), alors (8) est une inégalité 
stricte pour tous les vecteurs unitaires #2, à l'exception du vecteur 
unitaire ñ, — (cos &,ÿ. cos B,. cos ÿ,) dirigé dans le sens de grad f 


(= grad ; [> 0). Donc 


COS Xp — RE = 5 ET 5? 
A Le 2 a re Du er 
_of_ 
COS 9 =“ — , (9) 
AOC) 
of 


oz 
M CRE ES ENT GTR HET 
(+) + (60) 


De ce qui précède il suit que le gradient d'une fonction f en un 
point (x, y, z) peut se définir comme un vecteur doué des deux proprié- 
tés suivantes: | 

1) son module est égal à la valeur marzimale de la dérivée de en 
(x. y, z) (ce maximum existe et est positif pour toute fonction 
différentiable en (x. y. 2)); 

2) s'il n'est pas nul. il est de mème sens que le vecteur n suivant 
lequel la dérivée _. est maximale. 

Considérons les fonctions dites homogènes. 


Soit donné un vecteur À — (À,. . .., À,). où À; sont des nombres 
arbitraires. Une fonction f (x,. ..., x,) définie sur À, est dite 
À-homogène de degré m si pour tout t => 0 et pour tout æ = (r,. ... 

., Tn\ E R,. on a 

m4! 
fire l'ère, ...,1nr,)æt “ f (ri. M: Ta: (10) 


Si Ay =: = ... — À», la fonction f s'appelle simplement 
fonction homogène de degré m. 


THéoreME 3. Pour qu’une fonction f possédant des dérivées partielles 
du premier ordre continues soit À-homogène de degré m, il est nécessaire 
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et suffisant que l’on ait | 
n j | 

Me | À . 
» hitifx, (ri cn) —— f (rs rs Da) (11) 


à -! 


Si la fonction f est homogène de degré m, on obtient le théorème 
d’Euler. 

DEMONSTRATION 1). Supposons que la fonction f est À-homogène 
de degré m. En dérivant (10) par rapport à {, on trouve 


n 


BI A 


if 


En faisant { — {, on obtient (11). 
2) Supposons maintenant que la relation (11) a lieu. Fixons un 
point æ — (x, ..., x\,) et formons la fonction 
JA 


œ(t)=t nf (tr, Se tng (12) 
En dérivant cette fonction par rapport à {, on trouve 
LR À À 
m— Df (ir. ...,t Mr, DE 
tp ps 9f (0x, = Tn) Art” 
’ i— 1! 
P (t) _ .. I on 
mm —— 
t n 
A 
— — | 
m Et us RS : (hr, 1 Trn) 
RS AI Es 
Me 
n 


n 
x À [A | 
Su ils, (hr, cost Tin) —m 


à À 
n f (t 1z;, ss ST Urn) 


__i=i 0 
ml + ; 
Lt n 


La dernière égalité a lieu pour le point ({Mzx,, ..., t'rr,) en 
vertu de (11). 

Donc, œq° (t) = Oet @ (t) = c. La constante c se détermine à par- 
tir de la condition œ@ (1) = f (x, - .- ., zh). 

Donc, de (12) on déduit 
A 


À ? m 
PL Est) = CE: LS TE) 


c'est-à-dire que f est À-homogène de degré m. 


L 
O0 
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$ 9. Différentielle d’une fonction. 
Différentielle d'ordre supérieur 


Considérons la fonction 
W=f(x) = far -.., 2), (1) 
définie sur un ouvert G € R,. On peut la représenter d'une infinité 
de manières sous la forme 
W=qlu) = lu, -.., um), (2) 


« 


ou 
u; = Ÿ;(x) (RE PE m;x€G). (3) 


On se servira plus bas de la terminologie suivante : la variable W 
est une fonction de la variable vectorielle indépendante x ; la variable W 
est aussi fonction de la variable vectorielle dépendante u. Cette dernic- 
re dépend de la variable indépendante x: à tout vecteur x € G cor- 
respond un vecteur & = (Ÿ, (x), . .., Ym (x)). 

Ainsi, le rôle de la variable vectorielle x est exceptionnel: dans 
les raisonnements ci-après x est traitée uniquement comme une variable 
indépendante. 

Supposons qu’une fonction f possède des dérivées partielles du 
premier ordre continues en un point æ € G. Nous savons qu'elle 
est différentiable (cf. $ 6), c'est-à-dire que son accroissement en ce 
point peut se mettre sous la forme 


AW= 3 5 Azj+o(p) (p —+ 0). (4) 
J=1 


p=|Ar|=(X Ari)", 
J=1 


et sa différentielle est égale à 


dW= Az; (5) 


Pour les variables indépendantes zx,, . .., z, on admet que 
Az; = dr; (j=1,...,n). (6) 


Ces quantités sont appelées non seulement accroissements mais aussi 
différentielles des variables indépendantes x;. On les appellera 
différentielles indépendantes pour exprimer qu'elles ne dépendent 
pas de x = (x,, ..., zh). L’« indépendance » des dx; se manifestera 
dans le fait que ces quantités seront traitées comme des constantes 
lors d’une différentiation par rapport à z,, ..., zn (d (dx;) = Ü). 
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En vertu de (6), on peut mettre la différentielle de W sous la 
forme 


oW L 
dW — D es dej (2) 
j=-1 
Il est évident que dW dépend de x,, . .., x, et de dr;, ..., dx,. 


Si u et v sont des fonctions arbitraires possédant des dérivées 
partielles continues en un point x. alors on a 


d(u + v) = du + dr, (8) 

d(uv) =u du -+vdu. (9) 
du— un dv 

af) 60), (10) 


les dérivées partielles des fonctions entre parenthèses étant conti- 
nues en æ. 


Prouvons par exemple l'égalité (10). On a 


ou ov 
n e n oz; x) 
u u 
d(R)=D (de — a 
J=1 j=1 
n n 
1 ou dv v du —u dv 
= (: > LATE > EE 
2-1 3=1 
0 , . e e e 
La continuité de 3 (<) résulte de la deuxième égalité. 


La différentielle de la fonction W s'appelle encore différentielle 
du premier ordre, car il existe des différentielles d'ordre supérieur. 

Supposons maintenant que la fonction W possède des dérivées 
partielles secondes continues. Par définition, la différentielle seconde 
de W. correspondant aux (différentielles) dr,, . . ., dx,, est 


ŒW = d (dW). (11) 


Dans cette égalité on admet que les deux opérations d du second 
membre sont prises pour les différentielles indépendantes dr;, . .. 

, dx, considérées comme des constantes (ne dépendant pas de 
Zi» - + + Zn). Donc 


d'W = 5% Mas Da (2 


LU 


=Y SL RS dr;dxy. (12) 
j=1 i=i 
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OW 0°W 
ox 207 — Ôtxjor; 
forme quadratique en dr,, ..., dr,. On appelle fonte quadratique 


Comme . la différentielle seconde est une 


des variables £,, ..., &, une fonction de la forme Ÿ Ÿ jhEËr» 
h=1i-1 
où jh —= AR;. 
D'une façon générale, la différentielle d'ordre L de W. corres- 
pondant aux différentielles indépendantes dxr,, . .., dr,, se définit 
à l’aide de la relation récurrentielle 


d'W = d(d'-iW) (1—92,3,...), (13) 


où d', det d!-! sont prises pour les différentielles indiquées traitées 
comme des constantes (ne dépendant pas de zx,, . ... zh). 
En procédant comme dans (12), on trouve sans peine que 


03W 
dW — 5 S SW D dsion ——— dx, dx; dx; 


Liz 1 J—1 


L'existence des dérivées partielles continues de f nous permet 
de simplifier l'écriture des différentielles. 
Par exemple, pour la fonction de deux variables u = f (x, y),ona 


_ — fx: dr ue ue dx dy + fy: dy”, 
Bu = d (du)= + des +3 0 — de dy +3 = er . dx dy? + Fr du 


Un raisonnement par récurrence nous donne aussitôt 


d'u == TL di" tn PT qyn-i dy+. 


oz"-10y 
— 1)... (n—k+i Ô n- 
; r n (n ) à (n + 1) or dx k dy” +. ui = L'un : 


ce qu’on note symboliquement 
d'u=d'i— {+ ar +=  — e dy}" Î, 
où il faut d’abord élever à la puissance n et écrire ensuite f à droite 


de chaque symbole 0”. 
Si f dépend de m variables, on a une formule analogue : 


d"f — (> — dz,}" f. (14) 


Nous avons défini la notion de différentielle de la fonction W 
en termes de variables indépendantes x,, . .., x, (ou de la variable 
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vectorielle indépendante x). Mais traitons, ainsi que nous l’avons 
mentionné au début du paragraphe, W comme une fonction d’une 
variable vectorielle dépendante u = (u,, .... u). Comment dans 
ce cas s'expriment les différentielles première et d'ordre supérieur. 
Commençons par la différentielle première. 

On admettra que les fonctions @ (u) et Ÿ; (x) (j = 1, .... m) 
citées au début du paragraphe possèdent des dérivées partielles 
continues. Alors 


n 


0W 0W ou; TE 
dW= » _ OT; dx;= De S (5 dus ) d le 
J=1 Pat i=! 
w à 0W 
_Q W 2) Oui } (7) : A 
2 Où; > FF So: du; dus. (15) 


i—! 1-1 


Donc, comme dans le cas d'une er la forme de la différentielle 
première de W est la mème pour les variables dépendantes et les 
variables indépendantes. On exprime ceci en disant que la forme 
de la différentielle première est intrinsèque. 

Pour étudier ce problème pour la différentielle seconde. on 
admettra que les fonctions œq et Ÿ; possèdent des dérivées partielles 
secondes continues. 

En différentiant les deux membres de (13) et en tenant compte 
des propriétés (8) et (9), on obtient 


d'W = d(dW)= S al du )= 


EE | 


=) (X Te du dits + D d'u ; :)= 


Ju jou; 


ip oW : 
=) Die—— _ ET ——— du, du; +5 JE au (16} 
i-1 i-! 


Dans la deuxième égalité. on s'est servi de la propriété (8). dans 
la troisième, de la propriété (9) et du fait aussi que la forme de la 
différentielle première était intrinsèque. Nous constatons que la 
différentielle seconde de W se compose de deux termes. Le premier 
est une forme quadratique identique à la forme (12). où d°W est 
exprimé en fonction des variables indépendantes. Le second terme 
est une contribution dont il faut tenir compte: siu;(j -: 1, ..., m) 
n'est pas une fonction linéaire de r;, ce terme n'est pas nul. 

À noter que de ce qui vient d'être dit, il résulle que si l’expres- 
sion (16) est prise pour les dr;. . .., dr, de l’expression (12). alors 
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ces expressions sont identiquement égales quel que soit x pour 
lequel existent les dérivées partielles continues du second ordre 
indiquées, et quelles que soient les dx; indépendantes. 

Le calcul des différentielles d'W, d‘W. ... en fonction des 
variables dépendantes u; s'effectue de proche en proche de façon 
analogue. À noter que plus l’ordre est élevé, plus les expressions 
des différentielles seront compliquées. 


$ 10. Formule de Taylor 


Limitons-nous à une fonction de deux variables. Supposons 
qu'une fonction u = f (x, y) possède au voisinage d’un point P, = 
= (20. ÿo) des dérivées partielles continues jusqu'à l’ordre { com- 
pris. Prenons un point P, — (x, + Ax, y, + Ay) dans ce voisinage 
et joignons P, et P, par un segment de droite dont l'équation para- 
métrique est: 


z = Zoo +t Az, y = yo + t Ay (0LI<LÀ). 


Le long de ce segment, la fonction u -- f (x, y) sera fonction d’une 
seule variable t: 


Îf (x, y) = f lzo + t Az, yo + t Ayl = F (1). (1) 
Il est immédiat de voir que 


Àf (Po) =f (to + At, Yo + Ay) — f (os Yo) = F (1) — F (0). (2) 


La formule de Maclaurin de la fonction F (t) en t, = 0 s'écrit: 


É "(D (l 
F(=F(0) ++. + Qu Cu 


1! " (1—1)! 
(0<8<t). 
En faisant t — 1, on obtient 
l—1 
k (l : 
F(1)—F(0)= 5 PO + F no , où 0<0<1. (3) 
k=1 


Calculons les dérivées de la fonction F'(t) au moyen de f(x, y). 
De (1) on déduit 


F'(t)— af (otre Yo + t Ay) Az + 7 (ro tAz, yo t Ay) 


ET Ay, 


d'où pour t—0 


F' (0) 2 ME. Yo) Az + Es Yo) Ay = df (P). 
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De façon analogue, 
F"(t) = fx: (20 + t Az, Yo rt Ay) Ar° -- 
+ 2fxy (ro t Ar, yo + t Ay) Ar Ay + 
+ fus (Go + t Az, yo+t Ay) Ay*, F7(0) = d*f (Po). 
En poursuivant ce processus on obtient 
F"(0) = dif (Po): ..., F9 (0) = d'1f (Po). 
De (2) et (3) on déduit en définitive 
af (PQ) = +... + En 


La formule (4) s'appelle formule de Taylor pour la fonction 

— f (x, y). Elle ressemble à la formule de Taylor pour une fonction 
d'une variable, mais, développée, elle est bien plus compliquée. 

La formule de Taylor d’une fonction de » variables (n >> 2) est 
de la même forme (4). 

Pour ! = 1, elle s'écrit 


| 
+ di (zo + 8 Az, yo +0 Ay). (4) 


f(a)—f(e)= 3 (5 (x) (0<6<1), 
j=1 


OZ ; 


où le symbole ( ), signifie que la fonction entre parenthèses est 
calculée au point x — a. Cette formule est une généralisation de 
celle des accroissements finis. 

Pour Z=2 et n — F. la formule (4) se détaille comme suit: 


Î(, y)= fo Yo) + <E L (ro Yo) (z— 20) + SL L (or Vo) (Y — Yo) + 
States ÿo-+ 8 (y—yo)) (x — ro) + 
Fo + (zo+0(7— 20), Yo + 0 (y — Yo)) (z — Xo) (Y — Yo) + 

+ (ro +0 (7— 20), Vo +8 (— V0) (y — vo) |. 


Pour !—2 et n arbitraire, la formule (4) s'écrit : 


f()= fe) + ZX (52) Gi) + 
i= 1 


++ 5 > (-— ET | RS (x; — ri) (x; —zx)), 


ie] j=1 


OÙ = (ni: m2 = (2:70). 
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$ 11. Ensemble fermé 


On dit qu’un ensemble À € R, est borné s'il existe un nombre 
M > 0 tel que 


IIS M, VrEeA, 


autrement dit s’il existe une boule de À, centrée en 0 et conte- 
nant À. 

On dit qu’un ensemble A est fermé si la limite de toute suite 
convergente de points æ* (4 — 1, 2, ...) de À appartient à À. 

Cette définition n'affirme pas l'existence d’une suite convergente 
dans À. Il dit simplement que, si À contient une telle suite, alors 
sa limite appartient à À. 

Ceci montre que l’ensemble vide est fermé. L'espace À, est. 
visiblement fermé. mais pas borné. 

Considérons à titre d'exemple l’ellipsoïde 


a 


se Lu =-—1 (a, b, c>0), (1} 


be Te 


CAE 
491 1 


c’est-à-dire l’ensemble des points (x, y. 5) vérifiant l'équation (1). 
Désignons cet ensemble par B. Cet ensemble est borné, car pour l’un 
quelconque de ses points on a 


3 D pe Le 22 1 
+y+z <m (= + Fe + & )=m Î -= m, 
où m > a”, b*, c*. Il est fermé, car si l’on considère une suite quel- 
conque de points (zx, Ynr, 2x) € B tendant vers (xs, Yo, 20), alors 
ce point appartient aussi à B. En effet, de 


nef (ps, 2.1) 


il s'ensuit par passage à la limite pour À — que 
Ah st 
a b= c* 
c'est-à-dire que (xs, Yo. 30) € B. 
Considérons maintenant l’ensemble des points dont les coordon- 
nées vérifient l'inégalité 


+++! (2) 


L'ensemble À est aussi borné. Il est fermé, car si 


(Zu, Un 2)EA (k=1, 2, ...), 
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c'est-à-dire que 


ie y© =? 
} k } 
Ætrte<l 


b° 


et (2x, ÿYne 2n) > (Los Vos 20), alors il est évident que 
; y; 2e 2 ° =! 
lim { -* R+e)=$ ei + <<}, 


c'est-à-dire que (rs. Yo: 20) € À. 
[l est intéressant, à ce propos, de considérer un troisième exemple 
d'ensemble 4” de points (x, y, z) vérifiant l'inégalité stricte 
Lo + 2 ' 
etata<l (3) 
L'ensemble À” est ouvert (cf. $ 2) mais pas fermé. Considérons 
par exemple une suite strictement croissante de points («,, O, O), 
où &, tendent vers un nombre a. Alors (ay, 0. 0) € A°(k4 = 1. 2, 
et (c,. O0. 0) — (a, O0, 0). Mais le point limite (a. 0, 0) n’appar- 
tient pas à À”. 
Les exemples considérés se généralisent sans peine. Soit donnée 
une fonction continue F (x) = F(x;. .... x,) sur l’espace À, 


tout entier. Alors l’ensemble B de tous les points x —(r,. ..., x,) 
tels que 


Fa) =F(a... mm) =C, (4) 


où C est un nombre arbitraire, est fermé. 

En effet, si aucun point ne vérifie (4). l’ensemble B est vide, 
donc fermé. Supposons maintenant que B n'est pas vide et qu'une 
suite de points x" € B converge vers un point x°€ À, (si B est 
composé d'un seul point x°, on peut construire une suite convergente 
de points de B, plus exactement la suite {x°, x°, ...}). Alors 
F(x“) =C (k —=1, 2...) et, puisque F est continue en zx°, 

lim F(z“) =F(x) =c. 
ha 
Donc x° € B et l'ensemble B est fermé. 

De façon analogue, l’ensemble des points x vérifiant l'inégalité 
F (x) < C. où C est un nombre quelconque et F une fonction con- 
tinue sur À,, est fermé, car les relations 


FANS C (= lEX se dr 
impliquent, puisque F est continue sur R,, que F (x) << C. 
D'après ce qui précède, l’ellipsoïde à nr dimensions 
n 


> 7 (ax > 0) (5) 


a 


est un fermé de À,. 
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L'ellipsoide 
> —<! (6) 


> —<i (7) 


n'est pas fermé. On peut s'en assurer en raisonnant comme dans le 
cas de la formule (3). Cet ensemble est un ellipsoïde ouvert à nr 
dimensions (cf. $ 2). 

Soient À un ensemble quelconque de R,, x° un point arbitraire 
de R,(AGCR,,2 € R,). Trois cas exclusifs peuvent se présenter : 

1. Il existe une boule ouverte V (x°) de centre x°, entièrement 
contenue dans À (V (x°) & À). Dans ce cas. x° est par définition un 
point intérieur à l'ensemble À (cf. $ 2). 

2. Il existe une boule V (x°) dont 
aucun point n'appartient à À (V (x) & 
& R,X4). Alors x° est par définition 
un point extérieur à l’ensemble À. 

3. Toute boule V (x°) contient des 
points de À et des points n’apparte- 
nant pas à À. Dans ce cas. x° est par 
définition un point frontière de À. 

L'ensemble de tous les points inté- 
rieurs à À s’appelle intérieur de A et se 
note Int (4). C'est un ensemble ouvert 

Fig. 99 (cf. $ 2). Si Int (A) n'est pas vide, chaque 

point de Int (À) peut être recouvert par 

une boule centrée en ce point et entièrement contenue dans À. Si 
Jnt (A) est un ensemble vide, on convient qu'il est ouvert. 

L'ensemble de tous les points frontières de À s'appelle frontière 
de À et se note Fr (A). C’est un ensemble fermé, car si x* — x° 
et x“ E Fr (A) (k = 1. 2, ...), alors toute boule ouverte V (x°) 
contient un point x". Ce point peut être recouvert par une boule 
V (x*) entièrement contenue dans V (æ°) (V(x“) & V (x°)). Or, 
V (x*) contient des points de À et des points n’appartenant pas 
à À, donc il en est de mème de V (x°), et x° est un point frontière : 
zx E Fr (4). 

L'ensemble Ext (4) de tous les points extérieurs à À est visible- 
ment ouvert. 

Les points frontières de À peuvent appartenir ou non à À. 

L'ensemble À € R, de la figure 99 est composé des points 
(z1, z.) tels que 

HELLO + <i,n>0;: x =2x=ti. 
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Il est clair que Int (4) est l’intérieur d'un disque de rayon 1 et de 
centre O ; l'ensemble Fr (A) est composé des points du cercle x? + 
+ x = 1 et du point (1, 1); Ext (A) est l’ensemble des points 
extérieurs au cercle unitaire, privé du point (1, 1). La moitié droite 
du cercle n’est pas contenue dans À, mais est une partie de la fron- 
tière de À. Signalons que l’ensemble À n'est ni ouvert ni ferme. 

Si donc un ensemble À € R, est donné, les parties [nt (4), 
Ext (4) et Fr (4) constituent une partition de À, : 


R, = Int (4) + Fr (4) + Ext;(4). 


Si pour ensemble À on prend l'ellipsoide fermé à r dimensions 
(6), alors Int (4) est l’ellipsoïde ouvert (7), et Fr (4), l’ellipsoïde (5). 


Si À est un ouvert, alors R, KA est un fermé, et réciproquement. En effet, 
soit À un ouvert. Supposons que xk + z°,zh € R, KA. Si x° appartenait à 4, 
alors, À étant ouvert. il existerait une boule V (x°) entièrement contenue dans À. 
Or, cela est impossible, car V (x°) contient des points zh appartenant à R} NA. 


Donc, z° € R, A et R, XA est fermé. 

Supposons maintenant que À est fermé et soit x° € R,\ 4. Si le point 2° 
était un point frontière de À, alors toute boule V (z°) contiendrait des points 
de À. On pourrait alors construire une suite de points À € À convergeant 
vers z°. L'ensemble À étant fermé, z° appartiendrait à À, ce qui contredit 
l'hypothèse x° € R, KA. Nous avons prouvé que tout point æ' € R, KA est 
un point intérieur de AR, KA, c'est-à-dire que RAR, X À est un ouvert. 

L'ensemble À + Fr (4) s'appelle adhérence de À et se note 


À = À + Fr (4). 
Il est évident que 


Int (4A)-+ Fr (4) = À + Fr (4), 


car d’une part, Int (4) & À et par suite Int (A) + Fr (4) € 4 + Fr (4), et 
de l’autre, si æ € À + Fr (4), alors ou bien x € Fr (4) et alors x € Int (4) + 
+ Fr (4), ou bien x € AetxzéFr(4),et alors zx € Int (4) € Int (4) + Fr (4). 

Par ailleurs, À — À —+ Fr (4) est un fermé, car l’extérieur de À + Fr (4) = 
= JInt (4) + Fr (4) est un ouvert. 

Donc, pour obtenir A il faut ajouter à À tous ses points frontières ne lui 
appartenant pas. 

Si À est fermé, alors 


A = A +Fr(4) = À, 


autrement dit, À contient tous ses points frontières. En effet, R;, A est un 
ouvert et chaque point æ° € R,\A peut être recouvert par une houle F (x!) 
ne contenant aucun point de À. Inversement, si 


A = A +Fr(4) = À, 


alors À est fermé. En effet, si zh — x°, xh € À, et si l'on admet que z° € 4, 
on obtient une contradiction, car à cette condition on aurait 2° E Fr (4) € 
€ ÀA + Fr(4) = 4. 

En conclusion, pour qu'un ensemble À soit fermé, il est nécessuire et suffisant 
qu’il soit confnndu avec son adhérence (A — À). 
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En particulier, À est toujours fermée et par suite À — À. 

Notons enfin que l'ensemble vide et l’ensemble R,, sont à la fois ouverts 
et fermés. On démontre dans les autres cas que si un ensemble est ouvert. il ne 
peut ètre fermé, et réciproquement. 


$ 12. Fonction continue sur un fermé borné 


Supposons provisoirement que À est un ensemble dans un espace 
R, et soit f(x) = f(x. -... x,) une fonction définie sur À. La 
fonction f est par définition continue en un point x° € À si 


lim f(z")= f(x) (1) 


— r0 


zhEA 


pour toute suite de points x“ € À convergeant vers x. 

Dans la définition de la continuité, donnée au $ 4, on a admis 
que la fonction f est définie dans un voisinage du point x° et l’on 
a exigé que la limite (1) existe et soit égale à f (x°) pour toute suite 
de points z* convergeant vers æ°. 

Ici on n exige pas que la fonction f soit définie dans un voisinage 
du point x°, mais simplement qu'elle soit définie au point x° € À 
et que la limite (1) ait lieu pour toute suite de points x“ € À conver- 
geant vers x°. 

La définition ci-dessus peut ètre formulée en termes de € et 6: 
la fonction f est continue en un point x° € À si pour tout e > 0 
on peut exhiber un ô > 0 tel que 


If(æ)—f(a)l<e VreA, [x—zx |<6. 


Supposons maintenant que À est un ensemble fermé borné dans 
R, et que f (x) est une fonction définie et continue sur À. Sous 
ces conditions on peut démontrer les propriétés remarquables sui- 
vantes : 

1) La fonction f est bornée sur À. 

2) La fonction f passe par son maximum et son minimum sur À, 
autrement dit il existe dans À des points x° et y° tels que 


f(x) = max f(x), f(y°) = min f(x). 
rEA tEA 


3) La fonction f est uniformément continue sur À, c'est-à-dire que 
pour lout e >> O0 il existe un 6 > 0 tel que 


[f(m)— fa) l<e 


quels que soient x’. x” € À tels que |x’ — x" | < 6. 

On remarquera que les propriétés 1), 2) et 3) généralisent les 
propriétés notoires d’une fonction continue f (x) définie sur [a, b]. 
Signalons que l'intervalle [a, b] est un ensemble fermé borné à une 
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dimension. En effet, si une suite quelconque de points Th € [a, b] 
converge vers un point z,, alors celui-ci appartient aussi à [a, bl. 

La démonstration des propriétés 1), 2) et 3) est exactement la 
même que celle exhibée aux $$ 5 et 7 du chap. 3 pour l'intervalle 
[a, b]. Elle repose entièrement sur le lemme suivant qui généralise 
le théorème de Bolzano-Weierstrass du $ 9, chap. 2. 


LEmME. De toute suite bornée de points æ* = (xt, ..., x*) 


(k = 14, 2, ...) on peut extraire une suite {æ"1} (L = 1, 2, ...) 
convergeant vers un point x°: 


|zM 2010 (l1— oo). 
DÉMONSTRATION. La suite fxr*} étant bornée, il existe un nombre M tel 
que 
>lakl>iall G=4,...,n;k= 1,2, ...) 


Ceci exprime que les coordonnées des points z* sont bornées, elles aussi. Les 
premières coordonnées forment une suite bornée {z*} (k = 1, 2,...). En 
vertu du théorème de Bolzano-Weierstrass on peut en extraire une suite {r*/,} 
convergeant vers un nombre 1°. Considérons les deuxièmes coordonnées zÀ 
uniquement pour les indices k,,. La suite extraite {zh} étant bornée, on peut 
en extraire une suite {rËl:} convergeant vers un nombre r9. Comme {k4,} est 


une suite extraite de {k, }, on a simultanément zh, + 20, zkts — 19. En pour- 
suivant ce processus, on obtient une suite extraite ki, = k, et un ensemble 


de nombres 9, 29, ..., x tels que l'on ait simultanément 
R L 
Mas Lol 79, ..., el 20 (l + oo). 
En posant z° = (r%, ..., x®) on obtient ce qu'on voulait. 


D£EMONSTRATION DE 1). Supposons que f n’est pas bornée sur l’en- 
semble fermé borné À. Alors pour tout entier naturel m il existe 
un point x" € À tel que 


fa") 1x m (m=1,2,...). (2) 
L'ensemble À étant borné, il en est de même de la suite {x"}, 


et en vertu du lemme précédent on peut en extraire une suite 


{x"h} convergeant vers un point æ°. L'ensemble À étant fermé par 
hypothèse, le point x° € À. Or, la fonction jf est continue en x°, donc 


lim f(2"#)= f(x). (3) 


h — 00 
La propriété (3) sl la propriété (2), donc f ne peut être 
que bornée sur un ensemble fermé borné. 
DEMONSTRATION DE 2). En vertu de la propriété 1) une fonction 
continue sur un fermé borné À est bornée, donc majorée par un 
19—0622 
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nombre X : 
f(æ) <K (æEAÀ). 
La fonction f admet alors une borne supérieure sur À : 


sup f(x) = M. (à) 
æxCA 


Le nombre M est doué de la propriété suivante: pour tout entier 
naturel m il existe un point x" = (r", ..., x") € À tel que 


MT <f(2")SM (m1, 2, ...). 


La suite {x"} est bornée, car appartenant à l’ensemble fermé 


borné À : 
n 
let VD Im SX, m—1, 2, ..… 
i=1 


On peut donc en extraire une suite {æ"h} convergeant vers un 
point æ° € À. Ceci résulte du fait que À est fermé. 
Etant continue sur À, la fonction f l’est en z° et par suite 


lim f(x"*)= f(x?) 
Rk—00 
@ "REA 
D'autre part, 
M— <a )EM (4, 2, ...). 


En passant à la limite pour k — oo, on trouve 
M < f(x) < M, 
c'est-à-dire que 
fa) = M. 
Donc, la fonction f passe par son maximum au point x° € À. 
Nous avons ainsi montré qu'il existait un point æx° € À tel que 
max f(x) = f (x°). 
æzEA 


La démonstration est identique pour le minimum. 

DEMONSTRATION DE 3). Si par absurde on suppose que cette pro- 
priété est fausse, alors il existerait un & >> 0 tel que pour tout 8 > 0 
on pourrait exhiber un couple de points æ = (x, ..., zh), y = 
= (y, + + Un) € À vérifiant l'inégalité 


Iz—y| = L 4 y) < 
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et pour lesquels ; 
If) —f@u)I1ZzeE. 


Si l’on considère maintenant une suite d'entiers strictement 
positifs ôm —> 0, m —+ œ, alors pour tout 6, il existerait des points 
am — (2m, ..., 2m), et y" = (y, ..., y) € À tels que 


mais 
If) —f(y) 12e. (9) 
La suite {x"} est bornée, car appartenant à l’ensemble borné À. 
On peut donc en extraire une suite {x":.} convergeant vers un 
point æ°€ À. 
Comme |æ"R — y"R |— 0 pour À —+ oo, la suite extraite 
{y"n} converge aussi vers x°: 


[ya — 2 | = [ya — an + am — a | < 
L'|yTR — TR | + | er — x |. 
La fonction f est continue sur À par hypothèse, donc elle l’est 


en x‘. 


Signalons que la continuité de f est comprise au sens de (1). 
Donc 


lim f(2"%)= lim f(y"*)= f (xt). 
hkh—00 k 0 
DTREA y TREA 


En passant à la limite dans (5) pour £ ——, on obtient 


e< lim |f(z*)—f(y"#)1=1f(&)—f(x)1=0, 


 —> 00 


œoUR, y"REA 


i.e. e 0. Cette contradiction prouve la propriété 3). 


$ 13. Extrémums 


Soient donnés une fonction u = f(x), x = (x,, ..., x,), sur 
un domaine (i.e. un ensemble connexe ouvert) G et un point æ° — 
= (25, ..., 2h) de G. On dit que la fonction u = f (x) passe par un 
mazimum local (resp. minimum local) au point x° s’il existe un voisi- 


nage V (x°) tel que pour tout x € V (x°) on a 
f(æ) <f(2) (resp. f (x) 2 f (x°)). (1) 


Le point x° s'appelle point de marimum (resp. minimum) local, et 
les valeurs f (x°), maximum (resp. minimum) de f. Le maximum et 
19% 
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le minimum locaux sont groupés sous l'appellation commune d'er- 
trémums locaux. De la définition de l'extrémum il s'ensuit que 
l'accroissement Au = f (x) — f(x°) ne change pas de signe dans 
un voisinage assez petit de x°: 


Au > 0 dans le cas d’un minimum local: 
Au < 0 dans le cas d’un maximum local. 


THÉOREME (CONDITION NÉCESSAIRE D'EXTRÉMUM). Supposons qu'une 
fonction u = f (x) présente un extrémum local en un point 2°. Si les 


dérivées partielles premières = (i = 1, ..., nr) existent en x°, alors 
elles s'annulent en ce point: 

df (x) _ . 

Poe où (i=1, PR n). (2) 


DE£EMONSTRATION. Prouvons que FE — 0. Figeons les variables 


LL us — Zn. On obtient alors une fonction u — f (m2. 

..., +3) d’une Er variable x,, qui présente de plus un extrémum 
local en z°. En vertu de la condition nécessaire d'extrémum pour 
une fonction d'une variable. la dérivée de la fonction uw par rapport 
à x, est nulle au point x. Or, cette dérivée est la dérivée partielle 
de la fonction f (x) par rapport à x, au point æ°, c'est-à-dire que 


Of(r9. 22, ..., zh) __ 0f (xt) —( 
Ôz; Om 


Les autres cas se traitent de façon analogue. 


CoRoOLLAIRE. Si une fonction u = f (x) présente un extrémum en un 
point x° et est différentiable en x°, alors df (x°) = 0 ou grad f (x°) = 0. 


Ce corollaire résulte de la définition de la différentielle et du 
gradient. 

REMARQUE. La condition (2) n'est pas suffisante pour que la 
fonction f présente un extrémum en x‘. 

Par exemple, la fonction u = 1°y possède les dérivées partielles 
7 _ 27y, — 2° qui s’annulent en (0, O0). Mais ce point n'est 
pas un point d'extrémum, car Au = x°y — 0 = x°y prend des 
valeurs aussi bien positives que négatives dans tout voisinage de 
ce point. 

On appelle points stationnaires les points en lesquels les dérivées 
partielles continues de f s’annulent. 

Passons maintenant aux conditions suffisantes d'extrémum. 
Supposons qu’une fonction u = f (x) possède des dérivées partielles 
premières et secondes (par rapport à toutes les variables) continues 
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et soit æ° un point stationnaire: (df (x°) = 0). En développant la 
fonction u — f (x) suivant la formule de Taylor au point x°, on 
obtient 


Af (0) = df (a) +2 d?f (a9 +0 Az) d?f (2° +0 Ax) = 


te] CS 


1 Ms be | 
id: ï 


5 fur, (x° + 6 Ax) Az; Az, — 


A (x) + &;;) Az; Az, — 


: 


n n à n n À 
=D D fs (Ar daED De Et 


ne P P 
i=1 7=1 i= 1 J=1 
n n n 
= » DE , (x°) Az: Az;++ P (Az), 
ia ji 
où 0<60<1, Azx=t(Ax,, ... Aœh); p — | Az | — D Axi, 
ES | 


a (Az) — 0 pour p — 0. 
Les dérivées secondes étant continues, les quantités €e;; qui 
dépendent de Az tendent vers O0 pour p = | Ax | —+0. Donc 


|Az;| 
) 


max |e;;| = e — 0 avec p. Comme < 1, on obtient 
Aa 


late) 1=|X De, _ = 


i=1 J=1 


D S 1-.1= n°'e — 0 
i=t j—! 


(p — 0). 
Nous avons ainsi prouvé que 


Af (a) = f (2° +8) — f (2) = + > 3 a Et a(s), (3) 
où - 

Gi — dj — fix) (æ°), &: = Ari, E = (Gi, ..., bn) 
et 


a(é) 0 pour p=]$l:= V Éa-o 
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L'expression 
À (6) — pe 2 ob, (a;j = aji) (4) 
est une forme quadratique en £ = (E.. ., En). Son signe nous 


1° 
permet, grâce à (3), de connaître celui de A (æ°) pour | Az | assez 
petits. 

On a les assertions suivantes: 

1) Si la forme À (E) est strictement positive, i.e. A (£) > 0 pour 
tous les E =£ ©, alors la fonction f présente un minimum local au point 
T°: 

2) Si la forme À (E) est strictement négative, i.e. A (E) < 0 pour 
tous les E = 0, alors la fonction f présente un marimum local en x. 

3) Si À (E) > 0 ou À (Ë) < 0 pour tous les £ et si existe un E 5 0 
pour lequel À (E) = 0. le problème reste ouvert. 

4) Si le signe de la forme À (®) n'est pas défini, c'est-à-dire si 
existent des vecteurs £’ et &” pour lesquels A (£') > 0 et À (£”) < 0, 
alors la fonction f ne présente pas d'extrémum local au point x. 


DEMOXSTRATION. DE 1). Mettons l'égalité (3) sous la forme 


Aj(æ)=& [s > ay +4] 


ii j—1 
9 D D) ann + a (à) | =S [A(n)+a(Ë)], (5) 
i=1 j=1 
où nous avons fait le changement de variables 
ni = E:/p (i te 4 n). 
Il est immédiat de voir que 


Donc, quel que soit &, le point n se trouve sur la sphère unité à n 
dimensions. La fonction À (n) est continue sur cette surface qui 
est un ensemble fermé borné. De plus, elle est strictement positive 
par hypothèse. Donc, elle passe par son minimum m en un point 
de cette surface et m > 0 (cf. $ 12, propriété 2)). Comme « (£) —+ 0 
pour p= |[& | —0, on a pour & > 0 assez petit 


[a (É)|<m, VE: IS | <6. 
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Donc " 
Af (a) = f (a°+E) — f (a?) = 

= t4(n)+e > (m+a(l>0, VE: Si <6) 


et la fonction f a un minimum local en zx*. 
L’assertion 2) se démontre de façon analogue. 
DEMONSTRATION DE 3). La forme À (£) s’annule pour un Ë’ Æ 0. 
Comme elle est homogène (A (G£) — «°A (Ë)), elle s’annule aussi 
pour & — @ë’, où «& est un nombre. Ceci montre que pour de tels & 


la forme est nulle et par suite f (æ° + &) — f (æ°) — 2 p'a (£). 


Mais le signe de & (£)est inconnu, donc on ne peut dire si ; présente 
ou non un extrémum en æ°. 

DEMONSTRATION. DE 4). On a encore intérêt à se servir de l’égali- 
té (5). Par hypothèse, il existe un point £’ tel que À (Ë’ ) > 0etun 
point &” tel que À (&”) < 0. Donc, pour les points n° = &’/p et 

n = £’p on aura À (n)>0 et A (n"}<0, et pour les p assez 
TA n n)+a(é)>0, An’) +a(£&”) <O, autrement dit 
tout voisinage assez petit de x° contient des points z’ et x” pour 
lesquels f (æ&’) > f (x°) et f(x”) << f (x°), ce qui exprime l'absence 
d'extrémum. 

Le théorème de Sylvester !) nous permet de déterminer le signe 
de la forme quadratique (4) au moyen des coefficients a;;. On signa- 
lera ici seulement des critères découlant de ce théorème pour le 
cas d’une fonction u — f (x,. z.) de deux variables. 


Si Ai = fx (x) > 0 et 


di dy ; L 
[ane ais = fa (2°) aa (29) — fax, (2°) > 0 
gi so 1 2 
(la forme (4) est définie strictement positive), alors la fonction 
u — f(x,. x.) a un minimum local au point æ° = (x, x°). 
Si 


far (2°) O0, frs (2°) fes (2°) — [fxix, (2) > 0 


(la forme (4) est définie strictement négative), alors la fonction 
u — f(x, z;:) a un maximum local en æ°. 

Si Ay@oe — 4 : < 0, alors le signe de d°f (x°) traitée comme une 
forme quadratique n'est pas défini lorsque Ax; varie. Donc, Af (æ°) 
ne garde son signe dans aucun voisinage de z° et par suite f n'a 
pas d’extrémum en “æ, 

Si @yy@oo — a, = 0, le problème de l'extrémum reste entier. 


1) Voir $ 22 du chap. 10. 
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ExEMPLE 1. Soit la fonction u — 1° — 3x + y*. Les points 
(+1, 0) sont des points stationnaires. Voyons si la fonction u y pré- 
sente un extrémum. On a 


use = 6x, uz2(+ 1, 0)—= +6, u:, —0, uys — 2. 


Pour le point (1, 0) on a ages — @i, = 6-2 — 0 = 12 0, a; — 

— 6 > 0. Donc, au point (1, 0) la fonction uw présente un minimum 
local. Pour le point (—1, 0) on a An = —6 << 0, ajjass — af, = 
= —12 < 0, donc la fonction uw n’a pas d'extrémum en (— 1, "O). 

EXEMPLE 2. Le point (0, 0) est un point stationnaire pour la 
fonction u = xt + y* et on voit sans peine que c’est un point de 
minimum local. Cependant, uz: — 121°, uz, = 0, us = 2, c'est- 
à-dire que a, = 0, as — 0, üGse — 2 et Giy@ss — ai, 

EXEMPLE 3. Au point (0, 0) quiest stationnaire pour la fonction 
u — 2: + y*ona a = 0,a,s — 0,as2 = 2, c'est-à- dire que ayj@ss — 
— af, = 0, mais dans ce cas la fonction u = 2° + y? n’a pas d’extré- 
mum en (0, 0), car l'accroissement Au = zr° suivant la droite y = 0 
change de signe en passant par le point x = 0. 


$ 14. Calcul du minimum et du maximum d’une fonction 


Soit donnée une fonction u — f (x) continûment dérivable sur 


un ensemble G & R,, adhérence d’un domaine borné G, c’est-à-dire 
un domaine auquel on a ajouté la frontière de G. La fonction f passe 


alors par son maximum et son minimum en des points x € G (cf. $ 12, 
propriété 2)). Ces points peuvent être inté- 

ÿ rieurs ou frontières. Si x est un point inté- 
I rieur. la fonction f (x) y présente un extré- 
mum local. Donc, pour trouver le maxi- 

mum (resp. minimum) d'une fonction, il 

est nécessaire de trouver tous les points 

stationnaires, de calculer la valeur de cette 

fonction en ces points et de comparer ces 

0 L  X valeurs avec celles prises sur la frontière 
de G. La plus grande de ces valeurs s’appelle 


Fig. 100 maximum de f sur G. 


SiG & R;et Fr (G) est une courbe continue d'équation x = @ (t), 
= + (t), alors la fonction f = f [o (t), p (t)] est une fonction 

d'une variable dont on sait calculer le maximum. 

ExEMPLE. Trouver le maximum de la fonction z = 14 — x + z° + 
+ 2y définie sur l’adhérence du domaine G limité par les droites: 
z=0, y=0, z+y—=i fig. 100). 

SOLUTION. 2x = —1 + 2x = 0,2, = 2 0, c'est-à-dire que cette 
fonction ne possède pas de points stationnaires. Etudions la fonc- 
tion ÿ sur Fr (G). 
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4) Soit x = 0. Alors z = 4 + 2y, 0<y<1. La fonction 
z = 1 + 2y ne possède pas de points stationnaires sur [0. 1] et 
z (0) = 1, z (1) = 5. 

2) Soit y — 0. Alors z—1—zx+zr, O<zxr<iA. Par ail- 
leurs, 22 — —1 + 2r — 0 pour x — 1/2, c'est-à-dire que x = 1/2 
est un point stationnaire. Calculons la valeur de la fonction en ce 
ro et aux extrémités de [0, 1]. On a z (1/2) — 3/4, z (0) = 1, 
3 (1) = 1. 

3) Soit x + y = 1. Alors z = 3 — 3x + x°, 0 < x < 1. Comme 
2, = —8 + 2x — 0 en x — 3/26 [0, 1], alors il n'existe pas de 
points stationnaires dans [0, 1]. D'autre part, z (0) — 3, z (14) — 1. 

En comparant les maximums de la fonction f sur les diverses 
parties de Fr (G), on constate que le maximum de la fonction : (x. y) 


sur G est égal à 3 et est réalisé au point æ° — (0, 1). 


$ 15. Théorème d'existence des fonctions implicites 


Soit une fonction f (x, y) de deux variables x et y. Egalons-la 
à O: 


f (x, y) = 0. (1) 


Désignons par JR l’ensemble des points (x, y) vérifiant (1). Soit 
(Zo» Yo) € JR, 1.e. Î (Æo» Yo) = (0. 

Si f n’est astreint à aucune condition, l’ensemble Y peut être 
de nature quelconque. Si par exemple f(x, y) = (x — x) + 
+ (y — yo)”, alors l'ensemble JR est composé du seul point (xs. yo)- 
Si f(x, y) = 2° + y* + 1. l’ensemble JR est vide. Si enfin 


fŒ y =) — (y — y) = 
= (TZ + y — Zo — Yo) (£ — Y — To + Yo). 


alors J est un couple de droites passant par (xs, y,). Cependant, 
il arrive souvent que jf est, au moins dans un voisinage assez petit 
de (Zo, ÿo), une courbe définie par une fonction continue 


y = Ÿ (x), zEÏzo — 6, ro + 6 


(donc, 1 est une fonction définie par (4), cf. aussi $ 1 du chap. 3). 
A la question comment reconnaître ce cas d’après les propriétés 
de la fonction répondent les deux théorèmes généraux qui suivent. 


TueoneME 4. Soit donnée l'équation 
f (x, y) = 0. (1) 


Supposons que la fonction f, définie dans un voisinage à deux 
dimensions Q@ d'un point (xo, yo) d’un plan rapporté à un système 
de coordonnées (Oz, Oy), est continue dans ce voisinage avec ses dérivées 
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partielles premières, et de plus 

’ () 

fo v) = (TL) #0, fire vo) = 0. (2) 


Supposons d'autre part que JW est l’ensemble de tous les points 
(x, y) vérifiant l'équation (1) (en particulier (xs, yo) € MR). 
Alors, quel que soit b, > 0, il existe un rectangle 
A=f{Ir—-z|<a |y—yol<b}, b<b,, (3) 


contenu dans et tel que l'ensemble M N A soit défini par La fonction 
continüment dérivable 


y —#p(z), z€ A, (4) 
A0= {|rz—-z2x|< a}. (9) 


En d’autres termes, le rectangle À est tel que sur sa projection A° 
sur l’axe Ox on peut définir une fonction continüment dérivable (4), 


o-aX XoXo+AXXotA X 


Fig. 101 


solution de l'équation (1), c'est-à-dire que 
f(x V(zx) =0, ze A°. (6) 


Le graphe de cette fonction est entièrement contenu dans À. Cette 
fonction est unique en ce sens que les coordonnées de tout point 
(x, y) € M N À sont reliées par la relation (4). En particulier y, = 
= # (20), car (20, Yo) E M N À (fig. 101). 


DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Supposons pour fixer les idées 
que f, (to. ÿo) > 0. La dérivée fy étant continue sur Q, il existe 
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un voisinage du point (Zo, Yo), QUE nous désignerons encore par Q, 
dans lequel f, (x, y) > 0. Considérons le rectangle fermé 


A={lz-mI<a [y—-yol<b}EeQ (b< b;). 
Alors f, (x, y) > 0 sur A et 
min _ f(x, y)=m>Q. (7) 
(x,y)E3 
La fonction f (x, y) traitée comme une fonction de y sur l'intervalle 
[Yo — bd, Yo + db], x = x,, est strictement croissante et s’annule en : 
y = yo (par hypothèse, f (zo, yo) — 0). Donc, 


Î (Zo: Yo — b) < 0, Î (Zor Yo + b) > 0. 


La fonction f étant continue, il existe un nombre a assez petit, 
0<a<a, tel que 

f (&, Vo — 6) <0, f(&, Vo + D) > 0, VrE A = {Iz — | < a}. 
Considérons le rectangle ouvert À = {|[r—zx | <a, | y — yo | < 
< b}. Il est évident que A & A &Q et A° est la projection de A 
sur Ox. 

Traitons maintenant la fonction f comme une fonction de y sur 
l'intervalle [y, — b,. yo + db] pour x € A° arbitraire. La fonction f 
est strictement croissante, continue (f, > 0) et possède des signes 
contraires aux extrémités de l'intervalle considéré. Donc. le théorè- 
me des valeurs intermédiaires affirme l'existence d’un nombre 
unique y appartenant à l'intervalle ] y, — b, yo + b 1, que nous 
désignerons par y —%#(x), tel que f (x,  (x)) = 0. 

Ceci prouve l'existence d’une fonction w# (x) définie sur A° et 
vérifiant l'équation (6). 

Montrons que la fonction 4% (x) est continue sur A. Soient 
z, + ATEN, y =v(x), Ay = ÿ (x + Ar) — (x). La formule 
de Taylor nous donne (cf. page 283) 
0O=/f(x + Ar, y + Ay) — f(x, y) = f(x + 0 Az, y + 


+ 6 Ay) Az + fi (x + 6 Ar, y + 6 Ay) Ay, 
où 0<6<1. D'où 
Ay _ _fx(z+647, y+6Ay) (8) 
Az  f,(z+64Az, y+06 Ay)° 
où (x + 6 Az, y + 0 Ay) € A. Etant continue par hypothèse, la 
fonction f+ est bornée (| f: | < M) sur le rectangle fermé À, donc 


sur À & À. En vertu de (7), la fonction f, est minorée par m > O0, 
donc on déduit à partir de (8) que 


Ay 


M 
Az L<— 9? 


m 
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autrement dit Ay +0 avec Ar. ce qui exprime que la fonction 
y = + (x) est continue au point x. Le point x étant arbitraire, la 
fonction + (x) est continue sur A. 

En passant à la limite dans (8) pour Az —+ 0, on trouve 


Ay —_— {+ (x. y) 


(y=Ÿ (x). (9) 


Nous avons prouvé l'existence de la dérivée #’ (x) en zet l'égalité 


fx (z. Ÿ(2)) 

1” (x) — — = ——— |, sl 
FO TE, pa (10) 
La continuité de 1” (x) résulte immédiatement de (10), car jf; et f, 
sont continues sur le rectangle À et la courbe y = 1 (x) est entière- 
ment contenue et continue dans À comme nous l’avons montré plus 
haut. 

Formulons un théorème identique au théorème 1 dans le cas 
où la fonction implicite dépend de r variables. 


æ 


TH£orsME 1’. Soit donnée l'équation 
f(&, y) = frs. 2ns y) = 0. (1°) 


Supposons que la fonction f est définie dans un voisinage Q d'un point 
(x°, y°) = (29, . .., x9. y°) de l’espace R,:, des points (x, y) = 
= (2,, .... z,, y), continue avec ses dérivées partielles premières 
sur Q et 


, (d , 
fitæ, w)= (2) #0 ja, yo) 0. (2°) 

Supposons d'autre part que M est l'ensemble des points (x, y) 
vérifiant l'équation (1°). 

Alors, quel que soit b, > 0. il existe dans Q un rectangle 
A {Iz—ml<a j=1,...,n, |y— y ]<b}, b< be, (3) 
tel que l'ensemble M AN À soit défini par une fonction continüment 
dérivable : 

y =Vd(x)=Vp(m, ..., x), æ€ A, (4) 
A0= {|rz;—rj|<a, j=1,...,n}. (5°) 


Les dérivées partielles de la fonction 4 sont données par la for- 
mule 


db _ of Jof _ 
dzj 0j dy (j =1, sn) (10) 


Si la fonction f (dans le cas des théorèmes 1 et 1”) possède des 
dérivées partielles continues d'ordre supérieur /, alors la fonction 
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implicite possède aussi des dérivées d'ordre Z que l'on peut trouver 
en dérivant L fois l'expression (10) ou (10). 

ExempPze. Supposons que la fonction f (x, y) envisagée dans 
le théorème 1 possède des dérivées partielles secondes continues. 
En dérivant, par exemple l'expression (10), on obtient 


; he Ces+feŸ)— Le Caeyt fa 
D) = — TAË ——., 


$ 16. Plan tangent et normale 
Soit une surface S définie par l'équation 
F (x, y, z) = (. (1) 
On admettra que F (xs, Yo, Z0) — 0 et que dans un voisinage du 


point (Zo Yo 20) la fonction F possède des dérivées partielles con- 
tinues non toutes nulles. Alors 


grado F = ((Fx)o (Fy)o (F3)o) Æ 0. (2) 


On écrit (D), pour ® (xs, Yo: Zo)- 

Supposons pour fixer les idées que (F:), 0. Alors le théorème 
des fonctions implicites nous dit qu'il existe un voisinage du point 
(Zo Yor Zo) dans lequel la surface S est définie par une fonction 
continûment dérivable z — f (x, y). On sait que le plan tangent 
à S en (zo, Yo; Zo) à pour équation 


2 — 20 = (f)o (Z — To) + (fu)o (Y — Yo); 


(fx)o = — (Fz)o/(F2)o Gu)o = — (Fy)o (Fz)o- 
L'équation du plan tangent à S en (xs, Yos Zo) S'écrit maintenant: 
(F2)o (& — 20) + (Fy)o Y — Yo) + (Fz)o (Z — 20) = 0, (3) 


celle de la normale à S en (xzo, Yo: 20) est 


où 


20, — 7 Vo. "0 
Fe — Fi = De” (4) 
On obtient les mêmes équations (3) et (4) en admettant que 
(Fi)o Æ 0 où (F;) Æ 0. Dans ces cas, au voisinage du point 
(Zos Yo: Zo) la surface S est définie par les équations 


T—p(y, 2), y = (xs 2). 

On voit que, si la condition (2) est réalisée, un morceau de sur- 
face S appartenant à un voisinage assez petit de (To, Yo, Zo) possède 
en chacun de ses points un plan tangent qui varie continüment 
lorsque (zo, Yo: 20) Se déplace continäment. Un tel morceau s'appelle 
morceau .différentiable de la surface S. 
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Autre chose si grad, F = 0. La surface S dans ce cas peut ad- 
mettre ou non un plan tangent en (xo, Yo, Zo)- 
ExempPce. L'équation 


Z +y —r = 0 (5) 
représente un cône circulaire d'axe Ox et de sommet O (fig. 102). 


Fig. 102 


ne premier membre de l'équation (5) possède des dérivées par- 
tielles 


Fi = —2zx, F;, = 2y, F; = 2z, 


non toutes nulles si (x, y, z) = (0, O0, 0). Dans un tel point, que 
nous désignerons par (Zo, Yo 20), le plan tangent est défini par 
] équation 

—Zo (TZ — To) + Yo (Y — Yo) + Zo (Z — Zo) = 0. 
Le cône envisagé ne possède pas de plan tangent en l'origine des 
coordonnées. Dans ce cas grad, F = 0. 


#% Les points (xs, yo, 20) de S en lesquels grad, F = 0 s'appellent 
points singuliers de S. 


Considérons une fonction continüment dérivable 
u — f(x, y, 2) (6) 
sur un domaine Q de points (x, y, z). Supposons que 
Î (Zos Yor Zo) — À, (Tor Yor Zo) E 2. 


Si les dérivées partielles de f en (xs, Yo, Z0) ne sont pas toutes nulles, 
alors l'équation f (x, y, z) — À définit au voisinage de ce point 
une surface différentiable S appelée surface de niveau de la fonction 
(6). 


Le plan tangent à S en (xs, Yo, Zo) à pour équation 
ô à 9 


La normale à S en (re, Yo, Zo), C'est-à-dire la droite perpendi- 
culaire au plan tangent et passant par (xs, Yo; Zo), est visiblement 
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S 


Ze 
représentée par l'équation | # e, e, 
: : op, 
— T9 _— — Yo — Z—% Y D 2. 
\ ff) ‘©. A %, 
CE), (55 (5) 0 > 
On remarque que le vecteur AN k 


_((2 of Us q 
grad f=((5),: EL FE ),) %, 
est dirigé suivant la normale à la surface S. 

L'équation z — f (x. y). où la fonction f possède des dérivées 
partielles continues, définit une surface différentiable S. Posons 
f (Zo> Yo) = À. Si les dérivées partielles (2) et(2)o ne sont pas 
toutes nulles en (x,, y,), alors l’équation f (x, y) — À représente 
une courbe différentiable au voisinage de ce point, appelée courbe 
de niveau de la fonction z = f (x, y). 

L'équation de la tangente à Len (xzo, Yo) est 


(SE), 20) + (5E), &—v0) =0. 


Le vecteur (( SL), (),) est dirigé suivant la normale à T 
en (Zos Yo)- 


$ 17. Systèmes de fonctions implicites 


Nous avons examiné plus haut le problème de l'existence d'une 
fonction implicite, continue et dérivable, définie par une équation. 

Nous allons envisager maintenant le même problème pour un 
ensemble de fonctions implicites y,, . . ., Ym, définies par un système 
d'équations 


fi (T1 cs) Tns Yis Ym) = 0, 
NT SG nd a tea (1) 
Îm (Zi 9? Th; Yi ... Um) = 0. 


Ainsi, les fonctions y,, . .., ym cherchées sont solutions du 
système (1): y; = Ya: (x, .- .- ., æn) (i = 1, ..., m). 

Etablissons les conditions d'existence de la solution du systè- 
me (1) et celles de dérivabilité des fonctions y.. 


Tu£oresmE . Soit donné un système d'équations (1). 
Supposons que les fonctions f; sont définies dans un voisinage (à 
n + m dimensions) Q d'un point (æ°, y°) — (x, ..., x; y?, ... 
. +, Ym) de l’espace R,:, des points (x, y) = (x, . .., Th; Y1, . .. 
- «, Ym), continues dans Q@ avec leurs dérivées partielles premières. 
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Supposons « de plus que le déterminant de Jacobi !) (ou jacobien) 


“ôfà. af; 
CS ôy: e * dYm 
nee Loc | fi | D(1:-.., fm) 
fm ar = me Te EL (2) 
ETA Te es 


en (2°, y°) et que le point (x°, y°) vérifie le système (1). 
Soit M l’ensemble de tous les points (x, y) vérifiant le système (1). 
Sous ces conditions, quel que soit b, > 0, il existe un rectangle 


A = {Ir —m|<a(j=1,...,n), 
Iy—yil<b(i—1,..., m)}, b<b,, (3) 


contenu dans Q et tel que l'ensemble M MN À est défini par les fonc- 
tions continüment dérivables 


= 1; (x) (ë _- RES m), z € A, (4) 
A a (5) 


En d’autres termes, le rectangle est tel que sur sa projection A‘ 
sur le sous-espace engendré par les coordonnées (xz;,, . .., x,) on peut 
définir des fonctions continûment dérivables (4) vérifiant les équa- 
tions (1): 


Î; (æ, V1 (&); . .) Ÿm (&)) = 0, x € A (G = 1, _..., m), 


et les inégalités | d; (x) — y5| << b. Ces fonctions sont uniques en 
ce sens que les coordonnées de tout point (x, y) € MN A vérifient 
les équations (4). 

En particulier, y = Wy,(æ°) (j=1,...,m), car (x, y°)€ 
E M N À. 

REMARQUE 1. On peut admettre dans le théorème que le rectan- 
gle A et sa projection AÀ° sont définis par 


A={|z;—zjl<a; G=1,...,n); 
| Ur — Yi | < b; (ë = ee.) m) }; (3*) 
= {|z; —m|<a;, j=1,...,n}, (5*) 
les nombres a; et b; étant en général distincts. En effet, si le théorème 
est vrai pour le rectangle (3*) pour certains a; et b;, alors en posant 
b = min b; on peut, en raison de la continuité des fonctions W;, 
exhiber un nombre a<< a;(j —1,..., n) tel que les points 


(x, V1 (x), - .., Ÿm (æ)), où z € {Iz—mi<a j=1,.….,n} 
soient contenus dans le rectangle (3). 


) Carl Jacobi, mathématicien allemand (1804-1851). 
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À signaler toutefois qu'on ne peut faire en sorte que a = b dans 
(3), à preuve l'exemple de l'équation F (x, y) = y — x° = 0, 
To — Uo = 0. 

Prouvons le théorème ci-dessus pour le cas particulier de deux équations 

' f1 (Zi, Te; Yi Ye) =0, (4”) 
V fois Tes Vie Ye) =0. 


11 nous faut prouver que si les fonctions /, et /, sont continüment dérivables 
dans un voisinage d’un point Af° — (r9, 9, y9, y9) € R, vérifiant les équa- 
tions (1°) et que le jacobicen 


5h 2h 

RC EE ET (2') 
AC FA CA 1 

0Y1 Ôy: 


en À{°. alors pour tout #, > U il existe un rectangle 


A = {l rs — 29 | <a, |lre — 19] <a. [y —yÿl<b lys —ypS 1 <b} (3”) 
(b < bo); 


contenu dans Île voisinage indiqué, et des fonctions continüment dérivables 
a V Us) Ur #D€4 CE 
définies sur la projection 
M = fl —39| <a. |rs — 191 <u} (5°) 
de A. satisfaisant les équations (1) et telles que 
yo == Yi (79. 29. y9 2 Ve (9. D. 
De plus. pour (:r,. r2) € À. 
(rie Tos Vn (rs Te), Vo (is ro)) € À. (6) 


Les fonctions Y, ct f, sont les seules à donner toutes les solutions des équa- 
tions (1°) dans le rectangle A, autrement dit. si un point (x, ze. y. ye) € A 
vérifie les équations (1’). alurs ses courdonnées sont reliées par les relations (4°). 

Si le jacobien (2’) n'est pas nul en W", c'est que l’un de ses éléments ne 
l’est pas. On peut, sans nuire à la généralité. admettre que 


of L 
FT Æ (0. (7) 


On peut toujours se ramener à ce cas en renumérntant au besoin f;. f, et y. y. 
Comme les dérivées partielles de /, et de /; sont continues par hypothèse, 
il existe un voisinage assez petit du point M° dans lequel le jacobien (2’) et la 
dérivée 2 sont différents de 0. Donc, les conditions du théorème 1” du $ 15 
1 Li] Ld e e Cd Lé « 
sont réunies pour la première équation (1”) considérée par rapport à la fonction 
inconnue yy (r1. Ze, ÿe). Par suite, pour tout 4, il existe un rectangle 


A=fin-nml<alr—-ml<aly —mMI<B,|n —y|<y} (8) 
(Y << bo) 
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et une fonction continüment dérivable 


Yi = P (ri, To) Yo) (9) 
(is To Ve) EN = Un —r <a. |ro — al <a, | y — y | LB}, 
vérifiant la première équation (1°) 


fa (ais Les Q (ais Zoe Ye) Ve) = U. (10) 


(1, Ze, Ur) € A, (x. Los (fi Zos Ua), Ye) € Ai. (11) 


Ceci étant, la fonction q est unique en ce sens que les coordonnées de tout point 
(Z3, Les Yi Ye) € À vérifiant la première équation (1’) sont reliées par la rela- 
tion (9); en particulier 


y$ = qxs. 29, 9). (12) 
REMARQUE 2. A noter que dans (8) on aurait pu dans un premier temps ad- 


mettre que &« = B. Mais dans la suite il aurait fallu réduire les nombres « et B 
de façon non proportionnelle. Les nombres réduits & et B conviennent aussi 
pour la première étape des raisonnements. 

Ainsi, nous avons obtenu l'identité (10) qui est vraie quels que soient 
(ty Zos ÿ2) E A9. Cette identité reste en vigueur si l’on admet que y, est une 
fonction continüment dérivable ye = Ve (21, ï2), telle que 


(z1r Tes Va (z1s Z2)) € A. (13) 
Or, il existe une infinité de telles fonctions +. Notre but est d'en choisir une 
telle que les fonctions 
[ Ya= Pris Tes Vazi, Te) = Vi (xs 22), 
Ü Ye Yolzrs 72) 


vérifient identiquement la deuxième équation (1°). 
Portons la fonction trouvée q dans la deuxième équation (1°): 


Je (Zis Zos D (Zis Tor Ye) Ye) = Ù (15) 
et cherchons la fonction y: (x1, x.) vérifiant cette équation. Posons 
D (ris Zas Ye) = fe (ais Tes P (is Tor Va) Ye). 
La fonction ® est continüment dérivable pour tout (r;, re, y) € A® (cf. (11)). 
Elle satisfait les égalités 
) (z?, x? y) = f2 (zŸ, x, P (x. 29, u$), y) = fo (29, r8, y®, y9) = 0 

(cf. hypothèse du théorème et (12)). De plus, 

Elu) 

ETA zÆ 0. 
En effet, on a pour les points (zx;, Ze, Ye) € A9Ÿ: 
00 __ ôfs 09 , Ôf2 __ Ôf: (—<2/55) Of: _ 


ÔY2 0Y1 OYz  OYz  ÔYi 0ÿ2 | Ôÿ: ÔYs 
df1 ôf; 


(3% 21) oh he «6 
OY1 Vs OY1 Os dy: Of: Of: |} dy 
dy: O2 


(14) 
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Dans la première égalité (16) on a appliqué la règle de dérivation d’une fonction 
composée; dans la deuxième on a tenu compte de ce que 


=) 
O2  Ôÿs 


en vertu de (10). Les dérivées partielles de jf, et de j, sont calculées aux points 
T1 = Lys Le = Los Yi = Dry, To. Yo)s Yo = Ye. Dans la dernière égalité, il 
faut tenir compte de (2°) et de (%). 

On constate que le premier membre de l'équation (15) vérifie toutes les 
conditions du théorème 1’ du $ 15. Donc, dans le rectangle A9 (cf. (9)) il existe 
un rectangle plus petit que nous désignerons encore par A9 (cf. remarque 2 plus 
haut) et une fonction continüiment dérivable 

Ya = Yo (T1 Te), 
(Z1: Ze) € A° = {| n—2%|<ua, [ze — 191 <a}, 
(z1, Zos Fe (21 ze)) € A4, 

satisfaisant l'équation (15): 
D (tir Tor Ya (215 To)) = fa (T1. Les P (ris Tes Vo (aus Ta), Yo (z1s Ze)) = 

= fe (Zis Zas Va (ais To), Ve (zx, Te)) = 0e 

(Z19 Ze) € A”, (ris To) Yo (Z1 Ze)) € à}; Ye (r$, z9) — y. 
Ceci étant, les coordonnées de tout point (z1, z2, ye) € A9 vérifiant l'équation 
(45) sont reliées par la relation y: = Ye (r1, ze). Mais alors (cf. (11)) 
(Zi, Zos Yi (ar, Ze), Vo (m1, ze)) € se 


On a aiosi prouvé l'existence de fonctions continüment dérivables 
Yi = Yi (21 T2), A0 
. = Ye (21 Ze), Ge #3) € 4°, 


satisfaisant les équations (1’) et telles que 


y9 = Yn1 (29, 29), y9 = Ve (x9, 28). 
Ceci étant, L 


(Zss Tes V1 (ras Ze), Ve (ar ze)) € Ai (17) 
et tout point (z1, ze, ÿ1, Ye) € A1 satisfaisant les équations (1°) est de la for- 
me (17). 


On passe de A1 à A à l’aide de la remarque 1. 


REMARQUE 3. Indiquons une méthode de calcul des dérivées 
partielles — Supposons que toutes les conditions du théorè- 
me 4 sont remplies. En portant les fonctions y; = 1, (x) dans (4), 


on obtient le système d'’identités: 


+ (x, Y(x), ..., Vn(t) = 0, 
PU ee ne ir ee be Ce (18) 
fm (Eu it), -.., mt) = 0. 


20% 
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dérivant chaqu Ï u systèr , rouve 
En dér t chaque fonction du système (18). on tro 


of; va of, 0; . va Of1 0Ÿm = ( 
Oïh ‘ OYy Oz ‘"" ‘ OYm VIR 
ES on (19) 
dÎm Ofm 0: . e: Om 0m —( 


Le système (19) est linéaire en les dérivées 


he ur Ci sm) 
OTR ÔTR 


Son déterminant qui n’est autre que le jacobien 


D (f1: -... fm) 
D (y1+ -.., Ym) 
est différent de 0. Donc, ce système admet une solution unique: 
D (f1+ .... fm) D(f1: ---. fm) 
dy __ __ _D{rR: Use --:: Um) OYm __ _D(y1: ---: Ym-1: Th) 
UE SA D (f1, -... Îm) PP NE ITR D{f1+ -... fm) ° 
D (y; .... Ym) D{y1, » Ym) 


$ 18. Applications 


Soit donné un système de fonctions continüment dérivables | 

y = px) = Pyfri -.., 2n). TEQ (j=1,...,m), (1) 
où Q est un ensemble ouvert de points x = (x,, .... x,). On dira 
que le système (1) définit une application continüment dérivable 


y = Az, xEOQ, (1°) 


de l’ensemble Q sur un ensemble Q” de points y = (ÿy1. - .., Ym)- 
On écrira encore Q° — À (Q) et on dira que (° est l’image de Q 
et l’image réciproque de Q° par l'application À. 

Soit B une application continüment dérivable d'un ensemble 
ouvert À de points y sur un ensemble de points z = (2:,, ..., £m), 
définie par le système: 

2j = 5 (ÿ) = (is + + Ym), YEN (G=1,..., m). 
Donc, z = By, yE€ A. 

REMARQUE. Signalons que si zx € Q et y° = Az € À, alors 
en vertu de la continuité de À il existe un voisinage V (x°) du point 
x° dont l’image par À est contenue dans A. Rétrécissons Q@ jusqu’aux 
dimensions de V (x°). On obtient alors que Q° & A. 

Si 9° & A, on peut alors envisager une application composée 
continüment dérivable z — BAzx, x € Q, définie par le système 
Zi = (1 (x) - .- .… Pm&), ER G—=1,..., m). 
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Les jacobiens des applicatioñs À, B et BA sont reliés par les 
égalités remarquables: 


m 
D'(2.... 5m) _| 02 |__| 051 0ye _ 
D (z;. 1 Tm) — Ôr; Le A dYs Oz; 
smi 
un O2; - OY: = DS; .….. Em) D (y. .….. Um) (2) 
dYs 07} D (y. ... Ym) D (x; ... TZm) 


dont la démonstration. comme on voit. repose sur l’application des 
règles de dérivation d'une fonction composée et de multiplication 
des déterminants. 

En particulier si B est l’application réciproque de À, alors BA 
est une application identique dont le jacobien est 1, donc 


y Dri ee tm)  D(y1: Um) O 
- D (ui... Um)  D(rie ..., Tm) ? z€*2. (3) 


On admettra maintenant que l'application continüment dérivable y — Az 
définie par les égalités (1) a un jacobicen 


D (y5, +... Yym) 
Sp 0. Q. 
D (r;. . Tm) z € 


c'est-à-dire partout non nul sur l'ouvert (©. 

Citons sans Îles prouver les propriétés suivantes: 

1) Q° — 4 (Q) est un ouvert (avec Q!). 

2) si Q est un domaine, il en de même de À. 

3) l'application À est localement bijective, c'est-à-dire que pour tout x € Q 
él existe une boule VE Q centrée en x" telle que la restriction de l'application A 
à Ÿ' suit bijective. 

La propriété 3) affirme seulement la bijectivité locale. La bijectivité 
globale peut ne pas avoir lieu. Par exemple, la transformation r == p cos 8. 
y = p sin 6 des coordonnées polaires en cartésiennes, pour p > 0 et 6 quelcon- 
que, est continüment dérivable et possède un jacobien positif égal à p. C'est 
une application localement bijective de l’ensemble des points (p, 8) (p > 0. 
— 00 «<< 0 < ©) sur celui des points (r, y) non confondus avec l’origine. Mais 
à tout point (r. y) sont associés un p et une infinité de valeurs 0 différant entre 
elles de 2kn (k — +1, +2. ...). 


$ 19. Extrémum lié 


Soit la fonction u = F'(x, y) = x° + y* dans l’espace R.. Il 
est immédiat de voir que cette fonction représente le carré de la 
distance d'un point P (x, y) à l'origine O du système de coordon- 
nées rectangulaires. Elle ne présente pas de maximum dans R.,. Mais 
si on l'envisage uniquement pour les points (x, y) de l’ellipse 


GG y = 5 +$ — 1-0 (b>a), il est évident qu'elle 
passe par son maximum aux points P, = (0, b) et P, — (0, —b) 


(fig. 103). 
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Donc, la fonction u = F (P) considérée sur le plan À, tout en- 
tier ne présente pas de maximum, alors que sur l’ellipse elle en 
admet deux. 

Cette circonstance nous amène à poser le problème de l’extrémum 
d’une fonction dont les arguments sont assujettis à une contrainte 
subsidiaire. 

Soit donc donnée une fonction 


= PP) = (aise Sas Vins Un) 


de n + m variables. On demande de trouver l’extrémum de F (P) 
sachant que ses variables x; et y, sont liées 
par les relations 


Gr .. Th) Us ... Ym) = 0, 


appelées contraintes. 
Les équations (1) définissent une sur- 
face dans l'espace R, 4h. 


DEFINITION. On dira qu'un point 
P9 = (2, .... ri. y}, .- .., Yym) vérifiant 
les équations (1) est un point de mari- 

Fig. 103 mum (resp. minimum) lié local si dans 
Rrim il existe un voisinage de P9 tel que, 
pour tout point P de ce voisinage vérifiant les contraintes (1). l’on ait 


F(P)<F(P°) (resp. F(P)> F (P°)). 


Un point de maximum ou de minimum lié local est appelé point 
d'extrémum lié local. 

Dans l'exemple envisagé plus haut, le point P, = (0. b) est un 
point de maximum lié local, car pour tous les points P de l’ellipse 
u (P)< u (Po). 

Etudions d’abord les conditions nécessaires pour que le point 
P9 soit un point d’extrémum lié local. Supposons que P° est un 
tel point que les fonctions G;, ..., Gh possèdent des dérivées par- 
tielles continues et que le jacobien 


au voisinage de P°. | 
On sait que sous ces conditions le système (1) admet une solu- 
tion unique au voisinage de P°: 


Yi = Piflun -.. En) (= 1,..., m), 
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où les fonctions ®@; (z1.. . ., x,} possèdent des dérivées partielles 
continues au point M° = (x, ..., æxà). 

En portant ces fonctions dans F on constate que F dépend uni- 
quement des variables indépendantes zx;, . .., z,: 


Ft ces Zn Qu (Æas oc es Tnhs os Pm (Lis ce Tn)) = 


= Dr, ..., Zn). (3) 


Il est évident que si F passe par un extrémum lié local en P°, 
alors ® (x, . . .. x,) passe en 1° = (x. ..., x) par un extrémum 
local ordinaire dit encore extrémum local absolu et réciproquement. 

Or. nous savons que 


n 


(i=1,...,n) ou dO(W?) = 2 ax dr = 0. (4) 


où dr; (i —1,..., n) sont les différentielles des variables indé- 
pendantes. 

Le point P° = (x, dns Ù), , Um), pour lequel sont 
réalisées (4) en vertu de a) (ou de (3), s s'appelle point stationnaire 
de la fonction F sous les contraintes (1). 

Nous avons ainsi prouvé qu'une condition nécessaire pour qu'un 
point P° — (i. sr ns Yis + + + Um) Soit un point d'ertrémum 
lié local est qu "il soit un point stationnaire de F sous les contraintes (1). 

On se propose maintenant de trouver un point stationnaire sans 
passer par la résolution du système (1) par rapport aux variables 
Yyr + + < Um) Mais en admettant l'existence des fonctions ,, . .. 
... Pm- On écrira (F7), et (p:), pour F (P°) et p; (M). 

La forme de la différentielle première étant intrinsèque, les 
conditions (4) équivalent à 


20 (M9) 
OT; on 


OT; OUR 


= k—1 


do QI) = 4F(Py = S (22) +5 (2), dun =0, (5) 
i=1 


où les différentielles dépendantes dy,, ..., dy, figurant dans dF 
sont respectivement égales à 


2 à (20% = 
dyr = ù (SE), du &=1, ..., m). 
1—= 
Ces différentielles et les différentielles indépendantes dzx,, ..., dr, 
sont reliées par les relations 


0G ss 2G : 
dG, (P°)= Y Je Jés+ 3 (FE), dus = 0 (i=1,...,m) (6) 


J=1 


qui se déduisent à partir des contraintes. 
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Ainsi, un point stationnaire de la fonction F sous les contrain- 
tes (1) peut être aussi défini comme un point P° = (x?, .... x», 
Yi: - + «» Um) Vérifiant les équations (1). pour lequel sont réalisées 
les égalités (5), quels que soient les dr;, . .., dr,, dy,, . ... dy» 
reliés par (6). 

Soient les vecteurs à nr + m dimensions 


grad, G;=grad G;(P°) = 
(2) (220), (2) (2), ven em 


zx, /0 OTn 0ÿi 0Ym 
grad, F — grad F (P°) = 


(he (Ge (Ghe ee (Gel) 
dz =(dr,;, .., dzx,, dy, .….. dy.). 


Les équations (5) et (6) peuvent être représentées par les pro- 
duits scalaires : 


(grad,F. dz) == 0, (57) 
(grad,G;. dz) = 0 (j=1...., m). (6”) 


On obtient donc qu'un point P° = (x,, .... xs, y}, . . .. ym) 
est un point stationnaire sous les contraintes (1) si et seulement 
s’il vérifie les équations (1) et si l’orthogonalité d’un vecteur dz 
aux gradients grad,G;,.... grad,G entraîne celle de dz à grad,F. 
Mais dans ce cas (voir justifications plus bas) ilexiste un système uni- 
que de nombres À,,. .... Àn. tel que 


grado F = D An grad, Gr. (7) 
k=1 


La réciproque est également vraie. Si l’on sait que grad,F 
peut être pour certains nombres À,, .... À, représenté sous la 
forme (7). c’est-à-dire sous la forme d'une combinaison linéaire 
des gradients grad,G, (4 = 1, ..., m), alors il s'ensuit immédia- 
tement que, dès qu’un vecteur dz est orthogonal aux gradients 
grad,G}. il l’est automatiquement à grad,F. 

La preuve de la réciproque est immédiate : de (7) et (6) il résulte 


(grad, F, dz)-. ( > À grado Gn, dz) — 
k=-1 


m 


= SN Au(grado Gr, dz)=— N° Àn-0—0. 
H= 1 k=1 
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Pour établir la proposition directe on se référera à un théorème 
d’'algèbre linéaire !). 

Soit Z le sous-espace vectoriel de R,:,. engendré par les vec- 
teurs grad, G; (j — 1. ..., m). c'est-à-dire l'ensemble des combi- 
naisons linéaires de la forme (7) correspondant à tous les systèmes 
de nombres À,. ..., À. Considérons le sous-espace L’ des vecteurs 
dz orthogonal à L, autrement dit, L’ est composé de tous les vec- 
teurs dz orthogonaux à L ou. ce qui est équivalent, aux vecteurs 
grad,G; (j = 1, .. m). Si ?) L' est orthogonal à L, alors, réci- 
proquement, L est orthogonal à L’. c'est-à-dire que L est composé 
de tous les vecteurs orthogonaux à L'. On a vu qu'en un point sta- 
tionnaire P°, le gradient de F est orthogonal à tous les vecteurs dz 
orthogonaux aux gradients de G;. i.e. grad,F est orthogonal à L’. 
Donc. grad,F € L et par suite est une combinaison linéaire de 
grad,G;, une combinaison qui est unique, car grad,G; forment 
un système linéairement indépendant dans R,:,. En effet. la 
matrice 


0G, 0G, 0G, 0G; 

x, CES OLn dy; Um 

RE ER (8) 
0Gm 0GCm Cm 0Gm 


OZ, " din 0Y,  VYm 


est de rang m au voisinage de P°, car on a admis (2). Donc. ses li- 
gnes définissent des vecteurs (gradients) formant un système linéai- 
rement indépendant 5). 

Il s'ensuit de ce qui précède qu’un point stationnaire de la Lu 


tion F sous les contraintes (1) est un point P9 = (x}, ..., zn, y. .. 
, Um) vérifiant les équations (1), pour lequel grad, F est une com- 
binaison linéaire de grad,G; (j = 1. .. M): 
grad, F — : À; grad, G;. (1) 
j=1 


On peut encore dire que pour qu’un point 
RE ER 2 UE), 


soit un point stationnaire de la fonction F sous les contraintes (1), il 
est nécessaire et suffisant qu'il existe des nombres À,. . ... À réali- 
sant l'égalité (7). 

Comme le rang de la matrice (8) en P° est égal à m, à chaque 
point stationnaire. correspond un système unique de nombres à,. . .. 


1) Voir chap. 10. $ 20, théorèmes {, 2 et corollaire 1. 
-) Voir chap. 10, théorème 1! du $ 20. 
3) Ibid. $ 14. . 
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-. +. ÀÂm pour lesquels a lieu l’égalité (7). Cette égalité équivaut 
à la suivante: 


grad, [F — 2 A,G,| = 0. (9) 
= 


La fonction figurant sous le signe du gradient dans (9) 


UE 


L(P,N=F(P)— L'AG;(P) ke 5 Am) 


s'appelle fonction de Lagrange et les nombres À;, multiplicateurs 
de Lagrange. 
Détaillons les conditions (9): 


m 
ÔL  0F 8Gi —— 
By 2 DM 0 (j=1,...,n), 
. (9) 
ôL 0F dGi . 
De on on 0 (k=1,..., m). 


Le problème de la détermination des points stationnaires de F 
sous les contraintes (1) s'est donc ramené à la résolution d'un systè- 
me composé des équations (1) et (9”). 

Récapitulons. 

Pour trouver un point stationnaire 


Pres Sd Vies Un) 


de la fonction F sous les contraintes (1). il faut former la fonction 
de Lagrange et le système d'équations (9°) et résoudre ce système 
en même temps que les équations (1). On 
aura en tout nr + 2m équations à nr + 2m 


inconnues Ty. .. + Æns Yis ++ Um: 
À. + -., Am. La résolution de ce système 
par rapport à z; et y, nous donnera le point 
(ZS, - . .. Zn, Yi, . . -, Ym) Stationnaire. Les 


points d'extrémum lié local se cherchent 
parmi les points stationnaires. Pour éta- 
blir si un point stationnaire est un point 
d'extrémum lié local, il faut étudier le signe 
de la différentielle seconde de la fonction de 
Lagrange. Ce faisant, on tiendra compte 
Fig. 104 du fait que les différentielles dy, dépendent 
des différentielles dzx;. 

EXEMPLE. Soit donnée sur le plan zOy une figure limitée par 
les axes de coordonnées et la parabole y + 2° — 3 = 0(0Sz1< V3). 
On demande d'inscrire dans cette figure un rectangle dont les côtés 
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soient parallèles aux axes de codrdonnées, un sommet situé sur la 
parabole et l’aire maximale (fig. 104). 

SOLUTION. Soient x et y les coordonnées du sommet M situé sur 
la parabole. L'’aire du rectangle est S — zry. Le point : étant situé 
sur la parabole, ses coordonnées vérifient l'équation: y + x° —3 — 
— 0. Le problème consiste donc à déterminer l’extrémum lié de la 
fonction S — xy sous la contrainte y + 1° — 3 — 0. Formons la 
fonction de Lagrange L (x. y, À) = xy — À (y + x° — 3). Trou- 
vons les points stationnaires à partir des équations 


aL 

— =y—2hx =0, 

oL _ 
la =z-À-0. 
| y 2x? —3 —=0(. 


La solution de ce système est: x — 1, y = 2, À = 1. Donc le point 
(4, 2) est un point stationnaire associé au multiplicateur de Lagran- 
ge À — 1. Etudions la différentielle seconde de la fonction de La- 
grange en ce point: 
Lx, y, 1) = 1xy — y — 3° +3. 
On a 
ŒL (x, y, 1) = Li: dx + 2L;,dx dy + Liy:dy* = 2dx (dy — dx). 


Si l’on admet que dx et dy sont des différentielles de variables indé- 
pendantes, alors le signe de d°L (x. y, 1) n’est pas défini. Or, de 
y + zx —3 = 0 il vient dy = —2x dx, et au point (1, 2) on a 
dy = —2dr. Donc 


ŒL(1,2,1)=—6d7 <0 (dr ÆO). 


Par suite, l'accroissement de la fonction L (x, y, À) au point x = 1, 
y = 2, À — À, correspondant à l'accroissement dr 0, est << 0. 
Cela veut dire que la fonction S = ry présente en (1, 2) un maxi- 
mum lié local, car AS = AL sur la parabole y + x° — 3 = (. 

Donc, le rectangle dont l'aire est maximale est celui dont les 
côtés sont: OA = 1. OB — 2. 


CHAPITRE 9 


SÉRIES 


$ 1. Notion de série 
On appelle série une expression de la forme 
Uo+Fu rue +... (1} 


où les nombres u,, les termes de la série, généralement complexes, 
dépendent des indices # =: 0, 1, 2, ... On n'’associe aucun nombre 
à cette expression, car la somme d'une infinité de termes n'a pas 
de sens. La série (1) se note encore: 


D ur 2 Ur. (2) 
Cette notation est souvent plus commode que (1). 
Les nombres 
Sh=uo+u+...+u, (n = 0. 1,...) 


s'appellent sommes partielles de la série (1). 
La série (1) est par définition convergente si existe la limite 


lim S, -S. 
ñn—00 
On écrit alors 
S-us+ui+us+...= D u (3) 


et on dit que S$ est la somme de la série. c'est-à-dire qu’aux expres- 
sions (1) ou (2) on associe le nombre S. On dit encore que la série (3) 
converge Vers S. 

REMARQUE. L'égalité lim S, — $S, où S, et $ sont des nom- 


bres complexes, se définit comme pour des nombres S, et S réels, 
c'est-à-dire qu'elle signifie que pour tout & > 0 il existe un 4 tel 
que | S, — S | << € quel que soit nr > N. | S, — S | est le module 
de la différence des nombres complexes S, et S. Comme pour les 
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variables réelles. on démontre que la limite de la somme, de la dif- 
férence. du produit et du quotient de deux variables complexes 
u, et v, est égale respectivement à la somme, à la différence, au 
produit et au quotient (sous la réserve habituelle que lim v, = 0) 
des limites de ces variables. 

En vertu du critère de Cauchy (qui est valable pour les suites de 
nombres complexes), pour que la série (1) converge il est nécessaire et 
suffisant que pour toute >>0 ilexisteun N tel que pour les entiers natu- 
rels nr > N et pour tout entier p l'on ait 


lunti +... + Un+p | = | Sntp — Sn [<< €. 
De là il suit en particulier (si p — 1) que si la serie (1) converge, 
son terme général tend vers 0: 
lim u, = (. (4) 


n 00 


La condition (4) est une condition nécessaire mais pas suffisante de 
convergence, comme nous le verrons dans des exemples ultérieurs. 
Considérons encore la série 


œ 
Un+i + Unte +... = À Una. (5) 


Les séries (1) et (5) sont toutes deux convergentes ou divergentes, 
car le critère de Cauchy se formule de façon analogue pour elles. Si 
elles convergent, alors la somme de la série (5) est égale à: 


m 
lim D Un+h — lin (S ntm CE S ,) —= S — D: 
i m -- 0€ 


m-— 00 À— 


La série (5) s'appelle reste de la série (1). 

Si les termes de la série (1) sont positifs (donc réels), alors ses 
sommes partielles forment une suite croissante S,< S,< S3... 
Donc, si cette suite est majorée 


Sn (nm =1,2::...) 
alors la série converge et sa somme vérifie l’inégalité 
lim Sn = S< M. 


ñn — 00 


Si elle n'est pas majorée, alors la série diverge: 


On écrit alors 
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ExEMPLE. La série 


1+z+zi+..., (#1) (6) 
a pour somme partielle S, (z) = (1 — z"*1}/(4 — z). Si |z | << 1, 
alors |z"*|[= |z{"#l et z"*!— 0 (n—+ o).KDonc, la série (6) 


converge et sa somme est égale à (4 — z)-? sur le disque ouvert 
]z|<<1. Si]z]1> 1, alors la série (6) diverge, car son terme géné- 
ral dont le module est supérieur à 4, | z* | => 1, ne‘convergefpas vers 0 
pour nr —> oo. 


$ 2. Intégrale impropre et série 


Considérons l'intégrale 
b 


| (x) (1) 


possédant une seule singularité en b. Soit 
a = bo <b<b <<... <b, by — b. 


On peut alors définir la série 


bi ba co he 
Jtar+ | fait. = 5 | az (2) 
bo b1 R=O dy 


de terme général 
b 


k+1 
Uh — | Î dx. 
bR 


TH£EOREME Â. Si l'intégrale (1) converge, il en est de même de la 
série (2) et l'on a l'égalité! 


b no Bh+1 


| f('ar= | f dr. (3) 
a ( be 
En effet, n hs bn+1 b 
lim 3 | far=lim | far=\jar. 
FT 0 be FT bg a 


Si f est positive sur [a, bl, alors, réciproquement, la conver- 
gence de la série (2) entraîne celle de l'intégrale (1). En effet, sup- 
posons que la série converge vers S. Pour tout b”, où a << b” < b, 
on peut exhiber un n° = n (b”) tel que b’ < b,, Vn >n’. Donc, 
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puisque f(x) > 0, on a 
b’ b n-i Ph 


[rar < | far-S | fd<S, 


a a k=0Q br 


c'est-à-dire que l'intégrale du premier membre est majorée et par 
suite l’intégrale impropre (1) existe. On a alors l’égalité (3) comme 
on l’a montré plus haut. 

Si la fonction f change de signe sur [a, b[, la convergence de la 
série (2) n’entraîne pas généralement celle de l'intégrale. 

Par exemple, la série 


oo 2(h+1)7 
> | sin x dr — >) 0—=0 
heæ0O  2RI Û 


oO 
converge, alors que l'intégrale | sin x dr diverge, car la fonction 
0 


de zx 


x 
| sint at = 1—cos zx 
0 

n’admet pas de limite pour z —+ co. 


THÉOREME 2. Si une fonction f (x) > 0 est continue et décroissante 
sur [0, of, alors l'intégrale 


| fa) az (3) 
et la série 
D 1UK)=f(0)+f(1)+f(2)+ (4) 


k=0 
sont toutes deux convergentes ou divergentes. 
DEMONSTRATION. On a la double inégalité 
k+1 
1A+N< | Hd <<) ŒE=0, 1,...). 
k 


En sommant par rapport à k, on obtient 
n+i ñn n+i . 


DH=D1IU+1< | fa < 310, 
1 0 0 


0 
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d’où la proposition du théorème, vu que les termes de ces relations 


sont tous monotones croissants pour n croissant. 
Du théorème prouvé il s'ensuit que la série 


| 1, . 
DR Dr CCE (2) 


converge pour a >1et diverge pour a < 1, car la SU rs 7° 


4 >0, est continue et monotone décroissante sur[0, co [ et 


dr [= O0 (œ > 1), 
A+) = 0 (a < 1). 

Pour 0<a<'1, la série (5) peut servir d'exemple de série 
divergente dont le terme général (4, — n"%) converge vers 0. 


Pour «<< 0, on voit immédiatement que la série (5) diverge 
(son terme général ne converge pas vers 0). 


$ 3. Opérations sur les séries 


: 00 
Si les séries d'u et dv, convergent, il en est de même des 
0 0 


O0 © 


séries À aur (x est un nombre), > (ur + vy), el 
0 0 
œ œ 
> FAT Up; (1) 
Û 


D (ur + Un) = DE + > Uh. (2) 


En effet 


oo 
>, aur = lim D aur = 2 lim Ÿ Ur = Jun, 
5 no 0 no 0 


Ÿ (au £u)= lin Ÿ (Ur + Ur) = 


== lim Suntlim Dos =) us +Dv 
7] 


n 00 n +00 0 


Signalons que la convergence de la série du premier membre de 
(2) n’implique pas nécessairement celle de chacune des séries du 
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second membre. Par exemple, la-série 


d—1)+(4—1) +... (3) 


converge (tous ses termes sont nuls), alors que l'expression > 1— 
6 


— Ÿ 1 n'a pas de sens, car les séries concernées divergent. 
ô 


Si une série 
Uo +u +us +... (4) 


converge vers S, ses termes peuvent être regroupés dans des paren- 
thèses (mais pas permutés), par exemple de la sorte: 


Uo + (+ us) + (us + wi + us) +... 


On obtient ainsi une nouvelle série dont les termes sont égaux aux 
sommes des nombres entre parenthèses. La nouvelle série converge 
encore vers S, car ses sommes partielles forment une suite extraite 
de la suite convergente des sommes partielles de la série (4). 

Il est au contraire généralement illicite d’ouvrir les parenthèses 
dans une série. Ainsi, en ouvrant les parenthèses dans la série con- 
vergente (3), on obtient une série divergente 4 — 1 + 1 — ... 
Cependant, si les parenthèses ne comprennent que des nombres posi- 
tifs ou négatifs, alors leur ouverture ne modifie ni la convergence 
ni la somme de la série. 


$ 4. Séries à termes positifs 


THÉOREME  Â (CRITÈRE DE COMPARAISON DES SÉRIES). Soient don- 
nées deux séries 


1) 2 Up 2) 2: ve 
à termes positifs. 


a) Si ux Un (k = 0, 1, ...), alors la convergence de la série 
2) tmplique celle de la série 1) et la divergence de la série Â) celle de la 
série 2). 

b) Si 


tn 
lim DR A > 0, (1) 
alors les séries 1) et 2) sont toutes deux convergentes ou divergentes. 


DEMONSTRATION. Supposons que la série 2) converge vers S. 
Alors 


ol 3 


u< DES (ñr—=0, 41, ...), 


21-0622 
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c'est-à-dire que les sommes partielles de la série 4) sont majorées 
et la série 1) converge. Sa somme S” est telle que S° << S. 

Supposons maintenant que la série 1) diverge: alors (cf. $ 1) 
sa somme partielle croît indéfiniment avec n, ce qui en vertu des 
inégalités 


2iur < 21 (n=0, 1, ...) 


entraîne la croissance indéfinie des sommes partielles de la série 2), 
c'est-à-dire la divergence de 2). Ceci prouve a). 

Supposons maintenant que l’on ait (1). Soit un nombre stricte- 
ment positif e tel que À — & =>0. De (1) on déduit la double iné- 
galité 


A—e<ri<Ate, k>œN, 


valable pour À assez grand. ou la double inégalité 
(A — &) Un Ur (A + E&) v, k > N. (2) 


[se] 
Si la série 2) converge, ilenest de même de la série Ÿ (4 + €) vx. 
R=N+ 
O0 


En vertu de la deuxième inégalité (2), la série à u, est convergente, 
k-N+1 


donc la série 1). Réciproquement, la have rence de la série 1) 


entraîne celle de la série D (A — €) v,, et par suite celle de la 
h=N+1 


série 2). 
On démontre de façon analogue que la divergence de l’une de 


ces séries implique celle de l’autre. C. q. f. d. 
TusorsmMe 2 (CRITÈRE DE D'ALEMBERT !)). Soit donnée la série 


: Uk (3) 
Ù 
à termes strictement positifs. 
a) Si 
<q <i (k=0, 1, 2, ...), (4) 
alors la série (3) converge; si 
“Hi D 1 (k=0, 1, 2, ...), (5) 


1) Jean D'Alembert, mathématicien français (1717-1783). 
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elle diverge. 
b) Si 


. UR+1 __ 
NE 7 SRE à (6) 


alors la série(3) converge pour q<<'1et diverge pour q > 1. 


DÉMONSTRATION. On a 


Un = Une "es —— (n = 0, 1, 2; sa) (7) 


donc de (4) il résulte que 
Un Lung, q<LAÂ (n=0, 1, ...). 
Comme la série >, u,g" converge, il en est de même de la série (3). 
î 


De (5) il s'ensuit que u, > us (n = 0, 1, 2, . . .), et comme u, =0, 
alors la série (3) diverge (son terme général ne converge pas vers 0). 
Si maintenant on a (6) et g << 1, alors pour e >> 0 tel que qg + e << 


< 1 on obtient Hu <g+e<i (4 N), où AN est assez 


grand. Le critère (4) nous dit alors que la série >, u, converge et 
avec elle la série (3). : 

Pour g>1, de la propriété (6) il s’ensuit que “ss > 1 
(> N) pour NV assez grand. Le critère (5) nous dit alors que la 


série >) u, diverge et avec elle la série (3). 
N 


THÉEOREME 3 (CRITÈRE DE CAUcHYy). Soit donnée une série (3) 
à termes strictement positifs. 


a) Si 
M'um<g<i (E=0,1, ..…), (8) 
alors la série (3) converge; si 
Vu >1 (k=0, 1, ...), (9) 
alors elle diverge. 
b) Si 
lim ÿ/un=9, (10) 


alors la série (3) converge pour q << 1 et diverge pour q >1. 
c) Si 
lim. sup} u, — {, (11} 
alors la série (3) converge pour q << 1 et diverge pour q >1. 


21° 
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DEMONSTRATION. De (8) il résulte que ux << gù (ga <<, k — 


— 0, 1,...). Comme la série >, g* converge, il en est de même 


. 0 
de la série (3). De (9) il s'ensuit que uz > 1 (k = 0,4, . ..), c’est-à- 
dire que la condition nécessaire de convergence n’est pas remplie 
et la série (3) diverge. 
De (10), pour qg << 1, il s'ensuit que 


V'un<g+e<1 (k> N) (12) 
pouï À assez grand, d’où 


u C(g+e) (> N). 


Comme la série ; S (ae) converge, il en est de même de la série 
LE N 


S 10 et de la série (3). De ‘(10), pour q>1, il résulte queÿ/ u, > 


S 1, c'est-a-dire que u, > 1 (k > N) pour N assez grand, d'où la 
divergence de la série (3). 

De (11) (de même que de (10)), pour q << 1, on déduit (12), d’où 
comme on l’a déjà prouvé, la convergence de la série (3). 

Supposons enfin qu’on a (11) pour g > 1. Choisissons un nombre 
9. tel que 1 << qg, << q. En vertu de la propriété de la limite supérieure 
(cf. chap. 2, $ 10) il existe une suite extraite k, << k, <<... telle 
que 


Un = el (S=1, 2, 2.) 
1.0. 
Ups >> qhs. 
Donc 
lim uy, = co 


8—©œ0 


et la série (3) diverge. 

REMARQUE. La série de terme général u, = n% (x =>0) con- 
verge pour & >> 4 et diverge pour a 1 (cf. $ 2, (5)). 

En outre, dans les deux cas 


lim “"#—1, (13) 


no Un 


limy u,=1. (14) 


. 1 L no 


de même que 
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Donc, il existe des séries convergentes et des séries divergentes justi- 
ciables des critères (13) et (14). 


La série 4 + - + + + ... s'appelle série harmonique (elle 


diverge, cf. $ 2, (5)). 
EXEMPLES. 


D HE. 9 DE (x=>0). 3) D'(e/—1). 
1 1 


4 Din(i+E). 5 DetVr (Q>0). 
| 1 


La série 1) converge pour tout z> 0. Pour x = 0, cela est évi- 
dent; pour x =>0, cela résulte du fait que en = & Eu : — 0, 
k — co. On sait de plus que cette série est la série de Taylor de la 
fonction e* et qu'elle converge vers e*. 

La série 2) converge pour 0< x << 4 et diverge pour x >1, 


Uk +: 


car pour z >0 on a (es k—+ oo; pour 


x = À, voir remarque ci-dessus. Le cas x = 0 est trivial. 
Les séries D et 4) divergent en vertu qui théorème 1 du $ 4, car 
: pi du l'égalité asymptotique, cf. ee 3, ss 9, 10), . la 


série harmonique 2 k-1 diverge. 


La série 5) converge pour 0< q << 1 et diverge pour g >1, car 
Vu = gt VD sq (k— co). Pour q = 1, elle diverge aussi: 
son terme général étant égal à 1. 


THÉOREME 4. Supposons qu'une série 


Uo Fu+u +... (19) 
à termes positifs converge vers S. La série 
u+u+u+... (16) 


obtenue par une permutation des termes de (45) converge aussi vers S. 
DEMONSTRATION. Soit 
Sn=u+u+...+u 
une somme partielle de (16). Les termes de cette somme figurent dans 
(45) sous d’autres indices, disons k,, . .., k,. Soient N le plus 


grand d'entre eux et S,, une somme partielle de la série (15). Il est 
évident que S,< Sy < S. Comme n est arbitraire, la série (16) 
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converge vers S"< S. Si maintenant on échange les séries (15) et 


(16) et qu’on refasse le même raisonnement, on obtient S< S’. 
Donc S$ — S”. 


$ 5. Série de Leibniz 


On appelle série de Leibniz une série de la forme 
Ag — A + de — As FT... (1) 


où les nombres a, >=>0, a, > ap+1; an — 0, k —+ oo. 

Montrons que la série de Leibniz converge vers S << «&. 

En effet, la somme partielle S.,:, d'indice impair 2r + 1 peut 
s'écrire sous la forme: 


S'on+1 = Go — (41 — Ge) — (as — a) — . .. 
se. — (Gon-1 — on) — Conti 
d'où il résulte de toute évidence qu'elle est majorée par &: 
S on +1 < Go: 
Cette somme peut encore s'écrire 
Sen+1 — (Go — &) + (as — as) +... + (an — Gant) 


d'où il s'ensuit que {S:,+,} est monotone croissante. Dans ce cas, 
lim Sont = SL &. Il est évident aussi que 


nn — co 


lim S'on — lim (Son +1 — Con +1) — S = 0 —— S. 


fn — co 


Ce qui prouve le théorème. 

EXEMPLE. La série 1 — ; + : — ... est une série de Leib- 
niz. Donc, elle converge et sa somme S < 1 (en fait, S = In 2, cf. 
chap. 4, $ 16, n° 4). 


$ 6. Séries absolument convergentes 


On dit qu'une série à termes complexes 


Uo Fu +ua+... (1) 
est absolument convergente si la série 
[ul+lul+lul+... (2) 


des modules de ses termes converge. 
Une série absolument convergente est convergente. 
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En effet, supposons que la série (1) converge absolument ; alors 
la série (2) converge et en vertu du critère de Cauchy pour tout 
e > 0 il existe un NV tel que £ > [ur | +...+ {|ua+p | pour 
tous les p et n > N. Alors à fortiori & >> |un+y +... + Un+p |. 
Donc, la série (1) converge en vertu du critère de Cauchy. 

Les séries convergentes à ONE positifs convergent absolument 


de façon triviale. La série 1 — — +: — — ... (« >0) converge 


comme série de Leibniz. Mais elle ne terne absolument que 
pour & >>. 


THÉOREME. Si une série converge absolument, alors la série obte- 
nue par permutation des termes converge aussi absolument vers la 
méme somme. 


D EMONSTRATION. Prouvons d'abord le théorème pour le cas où 
les termes u, de la série sont des nombres réels. 


Posons 
" Uh si Up > 0, . — Ur si Up L 0, 
Ur — ; UR — ; (3) 
0 si ur < O0, O0 si Uh >0; 
les nombres ui et ux sont positifs et 
Un = U} — uÿ. (4) 
En plus de la série (1), on étudiera les séries 
Duf et Dur. (5) 
U 0 


Supposons que la série (1) converge absolument et que ses termes 
sont des nombres réels u,. Alors les séries (5) convergent aussi, car 
de toute évidence ui < | ux |, u: & | ur |. 

Supposons que la série permutée est de la forme v, + v, + 
+ Us +... Introduisons comme plus haut les nombres vi et vx. 
On a (voir justifications plus bas) 


Le 8 
re 8 
F, 
S 
Ï 
M8 
. 
A 
S 
Î 


La première égalité résulte de (4), la seconde, du $ 3, (2) si l’on 
tient compte de la convergence des séries (5), la troisième, du fait 
que les séries convergentes à termes positifs sont permutables. la 
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quatrième, du $ 3, (2), la cinquième enfin, du fait que uv, = và — vx. 
Le théorème est prouvé pour les u, réels. 

Supposons maintenant que uy = ax + iB,, les nombres vw, 
ayant le même sens que précédemment. Comme |ar | lux L et 
œ 
KV 


| Br 1 lu, |, les séries À a, et À *, Br convergent sbsolument. et 


! 
— 


d’après ce qui vient d'être prouvé, Meuse termes sont permutables. 
Donc, si l’on admet que v, = y: + iô,, on obtient 


DE 


- 8 
5 
Î 
eM 8 
S 
1. 
LA48 
I 


C. q. f. d. 


$ 7. Séries semi-convergentes 
et commutativement convergentes à termes réels 


On a vu au paragraphe précédent qu’une série absolument con- 
vergente à termes réels ou complexes restait absolument convergente 
et avait la même somme si on changeait l’ordre de ses termes. 

Cette propriété de ne pas changer de somme est caractéristique 
uniquement des séries ab-olument convergentes. 

Considérons la série 


Up tututese (1) 


à termes réels convergente mais pas absolument. 

On démontre que quel que soit S E [—, œ], il existe une 
série obtenue par permutation des termes de la série (1) dont la 
somme est S. 

On dit qu'une série est commutativement convergente si elle con- 
verge vers un même nombre quel que soit l’ordre de ses termes. Si une 
série converge et s’il existe une permutation de ses termes pour 
laquelle ele n’est plus convergente ou converge vers une autre som- 
me, alors une telle série est dite semi-convergente. 

De ce qui précède il suit que pour qu'une série soit absolument 
convergente, il est nécessaire et suffisant qu'elle soit commutativement 
convergente. 

Faisons la remarque suivante. Soit donnée une série (1) à termes 
réels convergente mais pas absolument. La série (4) comporte:une 
infinité de termes positifs et de termes négatifs qui forment sepa- 
rément des séries divergentes (sinon la série ({) serait absolument 
convergente). 
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$ 8. Suites et séries de fonctions. 
Convergence uniforme 


Considérons une suite de fonctions {f, (xæ)} définies sur un en- 
semble de points æ = (x,, ..., x.) d’un espace à nr dimensions. 
Ces fonctions sont susceptibles de prendre des valeurs complexes 
(fr (&) = ax (x) + ip, (x)). On peut admettre que x est un point 
complexe (æ — E + in) parcourant un ensemble Æ de points du 
plan complexe et f, (x) des fonctions de la variable complexe x. 

Supposons que pour toute valeur x € E la suite {f, (x)} converge 
vers un nombre f (x) (qui est fonction de x). 

Par définition, la suite {f, (x)} converge vers f (x) uniformément 
sur E s'il existe une suite convergeant vers O de nombres positifs p, 
(ne dépendant pas de x) telle que 


| (x) — fn (&) IS Pay VTzEE. (1) 


Cette définition équivaut à la suivante: pour tout e >> 0 il existe 
un N tel que pour n >N l’on ait 


If() —fh(a)li<e VreE. 


En effet, si l’on se place dans le cas de la première définition, 
pour tout e >> 0 il existe un N tel que 


E > PnZlf(&) —fn(x)lk VreE, 
n>N 


e > |f(t)—fn(t)l VreE, nr >N. (2) 


Inversement, d’après la deuxième définition, pour tout e > 0 
il existe un NW tel que l’on ait (2). Donc 


e> “ip [f&)—-h@)l=pr r >N. (3) 


On voit que les nombres positifs p, ne dépendent pas de x et 
| f (&) — fn (Æ) I Pns Pn 0, i.e. on retrouve la première défi- 
nition. 

Dans la première définition, pour p, on peut prendre la borne 
supérieure 


sup | (&) — fn (&) 1 = Pa: 


Si cette borne converge vers 0 pour r —+ œ (p, > 0), alors {f, (x)} 
converge vers j (x) uniformément sur £. La convergence de {f, (x)} 
vers f (x) n'est pas uniforme si p, ne converge pas vers 0. 

On peut donner une troisième définition de la convergence uni- 
forme (au sens de Cauchy): une suite de fonctions {f, (æ)} converge 
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uniformément sur E si pour tout e >>0 on peut exhiber un N tel que 
| fn +p (x) EE În (x) | < € (4) 


quels que soient n>N,p>0etxéE. 
Si la suite converge uniformément au sens de la deuxième défi- 
nition, alors pour tout & => 0 on peut exhiber un {# tel que 


Lfn+p (&) — fn (&) I Tfn+p @) —f@) 1 +1) — fn (@) I< 2e 


quels que soient z > N.p >0etxæ€£E, autrement dit on retrouve 
la troisième définition. Plaçons-nous maintenant dans le cas de la 
troisième définition; alors pour cha- 
que valeur æ € E a lieu le critère de 
Cauchy, donc la suite {f, (æ)} con- 
verge vers une fonction f(x). Don- 
nons-nous € > 0 et choisissons W tel 
que l'indique la troisième définition. 
Passons à la limite pour p— œ dans 
l'inégalité (4), où n > N est fixé; 
on obtient lf(æ)— f,(æ)lSe (&@EE), 
d'où 


Pa = Sup | f(x) — fn (&) 1 € 
x6E 


Comme n > NV est arbitraire, il vient 
Pn 0 (n—+ œ), c'est-à-dire qu'on 
retrouve la première définition. 

Traçons le graphe de la fonction f (x) (que nous supposons être 
continue sur l'intervalle [a, b] (fig. 105). Donnons-nous & > 0 et 
comprenons le graphe dans une bande de largeur 2e. Les coordonnées 
(x. y) de tout point de cette bande vérifient la double inégalité 


ft) —e<y<f(r)+e. 


Si la suite de fonctions {f, (r)} converge vers f (x) uniformément 
sur [a, b], alors pour € >> 0 donné, on peut exhiber un tel que 
pour tout nr > N le graphe de la fonction y = jf, (x) soit compris 
dans la bande. Si {f, (x)} converge vers f (x) non uniformément sur 
[a. b], alors on ne peut pas pour tout € >> 0 exhiber un W tel que 
pour tout nr > N tous les graphes de y = f, (x) soient compris dans 
une bande de largeur 2e, bien que f, (x) tende vers f (x) quel que 
soit x E [a, b] (cf. exemple 3 plus bas). 

Il est immédiat de voir que si {f, (x)} et {p, (æ)} sont des suites 
de fonctions uniformément convergentes sur £, alors il en est de 
même des suites {afr (z)} (œ est une constante) et {fx (xt) + px(æ)}. 
Il est de même aisé de voir que si une suite de fonctions converge 


Fig. 105 
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uniformément sur Æ, elle convérgera uniformément sur £’ CE. 
La réciproque n'est pas toujours vraie. 

Signalons qu'à toute suite de fonctions {f, (x)} est associée la 
série 


fo (&) + [hi (&) — fo (æ&)) + fe (æ&) — fa (æ)) +... 


dont les sommes partielles à l’ordre n sont respectivement égales à 
fa (&)- 


Soit donnée maintenant une série 
Uo (x) + u, (x) + ue (x) +... (5) 


dont les termes sont des fonctions complexes de x € E, où E est 
CN un ensemble d'un espace à nr dimensions ou le plan com- 
plexe. 

Par définition, La série (5) converge uniformément vers une fonction 
S (x) sur l’ensemble E si la suite {S, (æ)} de ses sommes partielles 
converge uniformément sur E vers S (x). 

On peut notamment énoncer la définition de la convergence 
uniforme sous la forme suivante: la série (5) converge uniformément 
sur E si pour tout € >> 0 on peut exhiber un N tel que quels que soient 
n>œN, p>0etxetE l'on ait 


unit (&) +. + ungp (&) 1 < €. 


Le théorème suivant nous fournit un important critère de con- 
vergence uniforme d’une série. 


THÉOREME { (WEIERSTRASS). Si les termes d'une série (5) vérifient 
les inégalités 


[ux (æ) Ka (k = 0, 1, ...), (6) 
LE æ€CE et «, sont des nombres ne dépendant pas de x, et si la série 
D &, converge, alors la série (5) converge absolument et uniformément 
sur l'ensemble E. 


En effet, de la convergence de la série Ÿ @&, et de (6) il s'ensuit 


que pour tout & >> 0 on peut exhiber un W tel que quels que soient 
n>N,p>O0etxzCE, l'on ait 


E> Anti Fee. + Antp > Fun+s @) | +... + T'untp (2) 1> 
> uns (&) +2. + nan (æ) |. 


Or, cela signifie que la série (5) converge uniformément sur E. La 
convergence absolue est évidente. 
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TH£OREME 2. Si une suite de fonctions {f, (x)} converge uniformé- 
ment sur un ensemble E vers une fonction f et si les fonctions f, sont 
continues en un point x°, alors il en est de même de f. 


Dans le langage des séries, ce théorème dit que la somme d'une 
série uniformément convergente sur E de fonctions continues en un point 
x" C E est une fonction continue en ce point *). 

DeMonSTRATION. Donnons-nous & >> O0 et choisissons un entier 
naturel N tel que | f(x) — fr (x) | << €/3 pour tout x € E. Ceci 
est possible puisque {f, } converge uniformément vers f. On a d'autre 
part 
If) —f@)I1< If) — fn @) 1 + fn @) — fx @) | + 

+lin ete) 1<25 + fn @)—fr(e)| (1) 
pour tout x € E. La fonction f, étant continue en x", on peut exhiber 
un ô > 0 tel que [fx (æ) — fn (x) |-<e/3 pour tous les ze E 
pour lesquels | æ — x° | < 8; donc de (7) il s'ensuit que pour de 
tels æ on a 


ff N<S+<-e 


c.q.f.d. 
ExEMPLE 1. La série 


1 +(c—1) + (2 — 2) + ( — 2°) +... (8) 
converge sur l'intervalle [0, 1], mais pas uniformément. Sur l'in- 
tervalle [0, ql, où 0 << g << 1, elle est uniformément convergente. 

En effet, la somme partielle 
0, 0OSz<1, 
1, 2-1 


La valeur absolue du reste S ir —S,(x) est égale à 
na cd 
IS (2— 8, (1 = | eu 
Sur l'intervalle [0, ql, où 0 << qg<1, 
IS —-SI=r< eg. 
Le second membre de cette inégalité ne dépend pas de zx € [0, q]l 
et tend vers O pour nr —+ oo (g* —+ 0). Ceci exprime que la série (8) 


converge uniformément sur l'intervalle [0, ql, où 0 <q <1. 
D'autre part, on voit sur l'égalité (9) que 


sup [S(z)—S,(z)] = 1. 
xE[0, 1] 


1) Voir remarque du $ 12. 


Sn (x) = x” —— 


n—=>x 


(8) 


TV = L: 
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Or, le nombre 4 ne tend pas vers 0 pour z —+ , donc la série (8) 
converge sur [0, 1], mais pas uniformément. 
ExemPe 2. Le terme général de la série 


sin z sin2z  sin3r 


742. + 22 das + .…. (10) 
vérifie l'inégalité 
] 1 
El er, VzE]—oo, œf. 
Or, la série 
4 
mn 
n=1 


converge. Donc, d’après le théorème de Weierstrass, la série (10) 
converge uniformément sur ]J—, œl. 

Comme les termes de la série (10) 
sont des fonctions continues, d’après 
le théorème 2 il en est de même de la 
somme. 

ExEMPLE 3. La figure 106 repré- 
sente Je graphe de la fonction 
În (x) (n = 1, 2, .. .). Cette fonction 
est linéaire sur chacun des interval- 
les (0, 1/r], [1/n, 2/n], [2/r, 1]. De 
plus f, (0) = f(2/n) = 0 et jf, (x) = 
— 0 sur [2/n, 1], f, (4/r) = 1. Il est 
évident que Fig. 106 


lim f,(z)=f(z)=0, Vzel0, 1], 


car f, (0) = 0—+0 et, si 0<z< 1, alors f, (x) = 0, Vn > 2/z. 
Par ailleurs, il est évident que 


sup |fàh (x) — f ()| = Sup /: (x) = 1. 
xE([0, 1] s€(0, 1] 


Comme le nombre 1 ne converge pas vers O0 pour 7 —+ oo, la suite 
{fh (x)} converge vers f (x) sur [0, 1] mais pas uniformément. 

Sur la figure 106 est représentée en pointillé une e-bande de 
largeur 2e encadrant la courbe limite f (x) = 0 (0<x<1). Le 
graphe de la fonction f, (x) n'est entièrement compris dans cette 
bande pour aucune valeur de 7. Ceci n'empêche pas que f, (x) + 


—+ f(x) = 0, VrzEe (0, 41. 
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Exhibons des critères plus subtils de convergence uniforme des séries, 
reposant sur l'application de la transformation d’Abel (l'analogue de l’intégra- 
tion par parties) à ces séries. 

Soit la série 


GoBo + MB; + Ga + (14) 


où «&; et B, sont des fonctions de x € E (ou des constantes). Posons B, = B,+1 + 
Bn+a + +: + Brsx et appliquons la transformation d’Abel à la somme 
tronquée de la série (11): 


= 
> Gn+kBn+r = Qn+1Pn+: +... + Gn+pBn+p ne: 
R=—1 


= An41B1 + Ans: (Bo— B;)+...+ansp (Bp—Bh-;)= 
=(Qn+1 —Gn+s) Bi + (ns — Gras) Ba +... + (Gn+p-1 —n+p) Bp-1 + Gn+pBp= 


p-1 
= > (Gn+k— Gn+h+1) Bk+GnspBp. (12) 
h=1 


Il est aisé d'établir maintenant deux critères de convergence uniforme 
(ou simplement de convergence si &;, ct B}; sont constantes) de la série (11). 


TREOREME 3 (CRITERE DE  DIRICHLET DE CONVERGENCE UNIFORME 
D'UNE SÉRIE). Si les sommes partielles de la série 


Bo + Bi + Be + -.. (13) 


sont majorées dans leur ensemble et si les fonctions réelles &} (x) convergent unifor- 
mément vers O sur E en décroissant, alurs la série (11) converge uniformément. 


En effet, supposons que les sommes partielles o, de la série (13) sont infé- 
rieures à une constante M. Alors pour tous » et k 


| Br = l'Ont — On | LI oOniRl FI | << 2M. 


Donc, en vertu de (12) et du fait que &, convergent uniformément vers 0 en 
décroissant, on a 


P P-1 
[> Gn+kBn+r ES 2M >» (Gn+k— An+k+1) + En+p2M = 2Mans, <e, 
1 h=1 


quels que soient n > N,p>0etxze€ E, dès que N est assez grand. Donc, la 
série (11) converge uniformément. La dernière inégalité est valable pour tous les 
z£E, car &,+1(x) converge uniformément vers 0. 


THBOREME 4 (CRITERE D'ABEL DE CONVERGENCE UNIFORME D'UNE 
SÉRIE). Si des fonctions réelles &, sont monotones décroissantes el majorées dans 
leur ensemble et si la série (13) converge uniformément sur E, alors il en est de même 
de la série (11). 


C4 


En effet, supposons que | a; | < M (k = 0, 1, ...) (la valeur absolue 
indique que les fonctions 4, peuvent être négatives). La série (13) étant uni-- 
formément conversente, pour tout £ > Ü on peut exhiber un N tel que | B4 | < 
< e quels que soient n > N et k. Donc, en vertu de (12), et puisque «, sont 
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monotones décroissantes, pour tous nr > W et p, on a 
P p-i 
[S Gn+kBn+h | < E D (Œn+k— An+k+1) FE |Œn+pl = 
1 ke 
= € (Gn+1 — Xn+p) + € |Qn+pl SEM, 


i.e. la série (11) est uniformément convergente. 
EXEMPLE 4. Les séries 


cos sine 

n 
D = Z | » en Z («> 0) (14) 
! 1 


convergent uniformément et absolument sur l’axe réel tout entier pour & > 1, 
car les valeurs absolues de leurs termes de rang k sont inférieures à k- et la 


série bi converge. Le critère de Weierstrass dont on vient de se servir ne 
passe pas pour & < 1, car la série Due est alors divergente. Mais pour 0 << 
< a < 1, les séries (14) convergent uniformément sur l'intervalle [e, 2x — €} 
quel que soit & > 0, où O0 << e << n. En effet, les sommes partielles des séries 
1 EE 
— + COS x + COS 2r + cos Br -- ...… et sin zx-+ sin 2r + ... 


sont égales respectivement à 


1 z 1 
sin (n- 7)= cos &— cos {n+) 
Ds = — © — , Kn= = (15) 
2 sin — 2sin -— 


On peut s'en assurer en multipliant et en divisant les sommes partielles 


e e e Le Ld Li E Lé e e 
des séries considérées par 2 sin > et en procédant aux transformations trigono- 


métriques nécessaires au numérateur. Les fonctions (15) sont majorées dans 
leur ensemble sur [e, 2x — el]: 


1 1 
Dr OISE ? KG (n=1, 2, ...), 


de plus nr > (n +1) %et n7%+ 0, donc d'après le critère de Dirichlet les 
séries (14) convergent uniformément sur [e, 2x — €]. 


$ 9. Intégration et dérivation des 
séries uniformément convergentes 


THÉOREME 1. Soit donnée une suite {f, (x)} de fonctions (à va- 
leurs complexes) convergeant vers une fonction f sur (a, b]. Si la con- 
vergence est uniforme sur [a, b], alors 


fn ()dt= | f(0) dt (1) 


lim 
TL — O0 


Qc —, y 
By 
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uniformément sur (a, b]. En particulier (pour x =b), 
b b 
lim | fa (6) dt = | f (t) dt. (2) 
DEMONSTRATION. De l'hypothèse du théorème il s'ensuit (cf. 
$ 8, théorème 2) que la fonction limite f est continue sur [a, b] et 
max [fn(t)—f({)]=rn 0 (n— 00). 
a<t<b 


Donc 
x x x b 
rodë-froal<fint-rod<fr dar. 


où le second membre ne dépend pas de x et tend vers 0 pour n —> oo, 
ce qui prouve le théorème. 


TH£EOREME 2. Toute série 
S (x) = uo (x) + wi (x) + u: (x) +... (3) 


de jonctions (à valeurs complexes) uniformément convergente sur [a, b] 
peut ètre intégrée terme à terme (a x, b): 


x 


[sa (utat+|uta+… (4) 


Lo Le Lo 


La série (4) ainsi obtenue converge uniformément sur [a, b]. 
En De 


bd 
[s@a- us tar+ futat+… (5) 


a a 


DEMONSTRATION. On remarquera que S (x) est une fonction con- 
tinue sur [a, b], car elle est la somme d'une série uniformément 
convergente de fonctions continues sur [a, b]. Soit 


n 
Sn (x) ES Zu (x). 
Comme la série (3) converge uniformément vers S (x), alors 


ae [Sa (1) —S(xI=rn +0 (nr —+ 0). 
xEa, b 
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Donc 


x x 


fsoa- 3 (utwal=|f 560 a { s,@a|= 
Xo 0 


CA % Lo 
x b 
=|{ 1565, 614|< 15 (5, @1a< 
<(b—a)r, 0 (n—+ 00), 
c. q. f. d. 
TH£OREME 3. Soit donnée sur un intervalle [a, b]l une série 


Uo (2) + wi (x) + us (x) +... (6) 


de fonctions (à valeurs complexes) possédant une dérivée continue. 
Si la série (6) converge en un point x, € (a, b] et si la série dérivée 


uÿ (2) + ui (x) + uj () +... (7) 
converge uniformément sur [a, b], alors la série (6) converge uniformé- 
ment sur [a, b] et la dérivée de sa somme S (x) est égale à la somme de 
la série (7). 

Ainsi donc, 
St) =uo(r) + (2) +u (2) +... (8) 
S'()=w()+u(r) +uw (x) +..., 26€ la, bl. (9) 
DEMONSTRATION. Par hypothèse, la série (7) est uniformément 
convergente sur [a, b] et ses termes sont des fonctions continues 
sur [a, b]. Donc, sa somme que nous désignons provisoirement par 
o (x) est une fonction continue sur [a, b]. Le théorème 2 nous dit 


que la série (7) donne par intégration une série uniformément conver- 
gente sur [a, bl: 


x x x 
rua=| u! (t) at+| ut (tdt+... (a<z<b). 
x: LS CS 

En appliquant le théorème de Newton-Leibniz, on aura 


| pt) dt= 3ilux (x) —u (mo)]. (10) 
Xo 0 


La série de fonctions entre crochets du second membre de (10) 
converge uniformément sur [a, b]. La série >u,(x,) converge par 
(e) 


22—0622 
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hypothèse et, comme ses termes sont constants, on peut la traiter 
comme une série uniformément convergente sur [a, b]. Donc, la 


série >) u, (x) converge uniformément en tant que somme de deux 


séries uniformément convergentes; soit S (x) sa somme. La rela- 
tion (10) s'écrit maintenant: 


S (2)= 8 (20) + | p(E) dt. 


Or, S’(x) = (zx). Ceci achève la démonstration du théorème. 
ExEmPLE 1. La série 


S (z)= SE ++ ES + (41) 


converge uniformément pour & >> 1 sur l’axe réel tout entier d’après 
le critère de Weïierstrass, car 


In cosnzx |[Ln%, VzrE]—o, œl 
et 


Nn-a<o (a>1). 
1 


Une dérivation formelle de la série (11) nous donne 


—sinr Sin?r sin3z 


POSE sn en ses (12) 


Cette série converge uniformément sur ]J— co, œ[ pour &« > 2. Donc, 


pour æ > 2 
S'(z) = @ (x). (13) 


Traitons le cas 1 < a < 2. Le critère de Weïerstrass ne passe 
pas pour la série (12). Cependant, la série (12) converge uniformé- 
ment sur l'intervalle [e, 2x — el pour tout e >> 0 (cf. 88, exemple 4). 
La série (11) étant convergente sur cet intervalle, le théorème 3 affir- 
me la validité de (13) sur l'intervalle [e, 2x — e], quelque petit 
que soit & > 0, donc sur l'intervalle JO, 2x. 

Comme les termes de la série (14) sont 2x-périodiques, on vient 
de prouver que pour 1<<a< 2, la série (11) peut être dérivée terme 
à terme pour toutes les valeurs de z € ]—o, of à l'exception des 
points 2, = 2kn (k = 0, +4, +2, ...). 

ExemPLe 2. Soit donnée une fonction f, (x) continue sur [0, 1}, 
linéaire sur chacun des intervalles [0, 1/2r]et [1/2n, 1/nr] et telle que 
fn (0) = f (A/n) = 0, f, (A/2n) = «,, fh (x) = 0 sur [/n, 1], où «, 
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est une suite quelconque de nombres (fig. 107). Il est alors évident 
que lim f, (x) — 0 pour tous les x € [0, 1] et 


(ss (x) dx — Tmises Î 2na; (<<) di=. 
0 0 1/2n 


Il est évident d'autre part que 
Tn— SUP lfn (2) — 0] = an 
xE[0, 1] 


donc la suite {f, (x)} converge uniformément si et seulement si 
än — 0. L'égalité 


V 


1 


1 
[nd (fa ((@=0) (44 
0 


(1) 


a lieu si et seulement si æ,/2n—>0 (n—c). 
On voit que la convergence uniforme 

de f, vers f — 0 sur [0, 1] (c'est-à-dire 

lorsque «, —> 0) entraîne celle des inté- D 7 

grales (14), ce qui est en accord avec le 

théorème 2. Mais la suite {f,} peut con- Fig. 107 

verger non uniformément, alors que la 

propriété (14) a lieu tout de même, par 

exemple pour æ&, = 1. Ceci montre que la convergence uniforme 

de la suite est une condition suffisante mais pas nécessaire de con- 

vergence de la suite des intégrales vers l'intégrale de la fonction limite. 

Enfin, pour «, = nr, la suite {f,} converge non uniformément vers 

0 tandis que la propriété (14) n’a pas lieu. 


Donc, si la suite {f,} converge non uniformément, alors il est 
b 


possible que la suite des intégrales | În (x) dx converge vers l’inté- 


a 
b 
grale de la fonction limite | f (x) dr ou vers un autre nombre (vers 


; a 
1/2 et non vers 0 pour &, = n#) ou pas du tout. 


EXEMPLE 3. De l'égalité (1. — 2)-1 = 1+2+2+...(2= pe, p < 
< 1) il s'ensuit que 
1+ pei® 


1 10 , +, 120 
—————__———_—_  — € Le nf € .…. 
2A—pet) 2 + P pre +... 
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et en séparant les parties réelle et imaginaire, 


1 1—p° 


PUS 1— 2p cos 0 + p° 


=—+p cos 0<+ p? cos 28 +... (15) 


s: p sin 6 nn a 

Q (e; D = 08 0 ET cos Op —P sin 0+p? sin 20 + …. (16) 

La fonction P (p: 6) s'appelle noyau de Poisson 1), Q (p, 8) est la fonction 
conjuguée de P (p, 6). 

Ces fonctions sont harmoniques (pour p << 1), c’est-à-dire qu'elles sont 

solutions de l'équation différentielle de Laplace =) en coordonnées polaires 


> —=0. (17) 


En effet, chaque terme de la série (15) est une fonction harmonique 
(p?cos nô}), = npt-1 cos n6, (p" cos n0) = nn — 1) pr-? cos n6, 


(p" cos n60)5 — —n°pr cos n6, 
À (p® cos n8) = p-1 cos nO [n (n — 1) + n — n°] = 0. 


De façon analogue, A (p" sin n0) = 0. 

La dérivation terme à terme des séries (15) et (16) est licite, car les séries 
(15) et (16) et les séries dérivées (une ou deux fois) convergent uniformément 
pour p < Po << 1, où po est un nombre quelconque <1. 

Signalons qu’une fonction uw (r, y), où x et y sont des coordonnées carté- 
siennes, est harmonique dans un domaine Q de points (z, y) si elle est solution de 
l'équation différentielle 


Cette équation est de la forme (17) en coordonnées polaires. 


$ 10. Produit de séries absolument convergentes 


Soient les séries 


S— Dur, = um (1) 
k=0 0 


à termes réels ou complexes, uniformément convergentes. Numéro- 
tons les couples (k, 1), où k = 0, 1, 2, ..., 1—0, 1,2, ..., 
de la manière suivante: : 


(is D), os lo) (ss Hs) (2) 


1) Denis Poisson, mathématicien français (1781-1840). 
?) Pierre Simon Laplace, mathématicien et physicien français (1749-1827), 
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chaque couple ne figurant qu'une fois dans la suite. Montrons que 
So= Up Ur, (3) 
i=0 


et que la série du second membre converge absolument. 
Si donc on forme une série avec les produits u;v,, alors cette 
série convergera absolument vers So. 
Pour prouver cette proposition, composons les séries des modu- 
les | ux | et | us |: 
co co 1 


S= D juxl, => val. (1) 
k=0 0 


L = 
Posons 


. N : N 
Sn= Zlul op 2 lul. 


Ordonnons les couples (4, !) de la 
manière suivante (fig. 108): (0, O0). (0. 
1), se 1), (1, ni (0, 2), (1. 2). (2. 2). 
(2, 1), (2, 0), ... Alors Fig. 108 


So= lim Sy lim oy = : (Sx-0x) = 
N-00 N—00 


= dim elle + Luole Len Valeo 14 Vale 


+lwl-lul+lullul+lul-lul+lul[ul+ 
+{ul-Ivol+...+lunl-Ivol). (4) 
Ceci montre que la somme du second membre tend pour V —+> © 


vers une limite égale à So, et comme les termes de cette somme 
sont positifs, le nombre So est égal à la somme de la série 


So = [ul-lvol+luwllul+imliul+.. (5°) 
Les termes de cette série étant positifs, on peut les Déruter sans 
modifier la convergence et la somme So. 


Nous avons prouvé la proposition seulement pour les séries (1°). 
Supposons maintenant An 


N 
Sn = S Ur, On= DU. 
k=0 i=0 
Comme dans (4°), la convergence des séries (4) nous donne 
So — ni (SnxOw) D (uovo + Ut + it + Wivo +... 
: + U NVo). (4) 


1 N 


0 2. 3 
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Donc, lorsque V —+ , le second membre de (4) tend vers une limite 
égale à So. Or, nous avons déjà prouvé que la série (5’) était con- 
vergente. Ceci montre que la série 


Uovo + ot + WU + Un +... (5) 


converge absolument. 
En vertu de (4), la somme de cette série est égale à So: 


So = uovo + Ua + Ut + vo +... 


Nous venons de prouver l'égalité (3) pour le procédé de numé- 
ration (2) des couples (k, 1). Mais com- 
me la série (5) est absolument 
convergente, l'égalité (3) est valable 
pour tout autre procédé de numéra- 
tion. 

ExEMPLe. La série 


p()=1+z+ ++... (6) 


converge absolument pour toute valeur 
complexe z (on dit encore qu'elle 
converge absolument sur le plan com- 
plexe tout entier). On s’en assure 
en appliquant le critère de D'Alem- 
bert à la série de terme général 
z |"/n! 

Pour deux nombres complexes w et v quelconques on a (voir 

explications plus bas) 


UV O=(t+u+ Sr e DE dE 
=1Â+tutu+s i+u. +1 ++ A+ v+u _ ri + 


Fig. 109 


+... = 1 + (uv) + (ut + 2uv ut) + 
+ (u5 + Buto + Buv® + US)-L... = 


=1+u+tu)+ En +2 +...=wp(u+v). (1) 


l 

Dans la deuxième égalité nous avons disposé les produits LT D 
dans l’ordre indiqué sur la figure 109 et utilisé l'égalité (3) pour les 
séries absolument convergentes. La série ainsi obtenue est absolu- 


ment convergente, ainsi qu'on l’a prouvé pour le cas général. Dans 


s 11] SPRIES ENTIRRES 343 


les égalités suivantes, on a groupé certains termes entre parenthèses 
sans altérer la convergence. 
Nous avons prouvé l'égalité importante 


Ÿ (u + v) = 4 (u)-Y (v), (8) 
quels que soient uw et v complexes. Nous reparlerons plus loin au 
$ 13 de cette égalité. 


$ 11. Séries entières 
On appelle série entière une série de la forme 
do + d12 + G2z° + a37° nu . 3 (1) 


où a, sont des constantes et z une variable. Les nombres a, et la va- 
riable z peuvent être complexes. Dans la suite, z désignera un 
nombre complexe (un point du plan complexe), et x, un nombre 
réel (un point de la droite réelle). 

Le théorème suivant est fondamental en théorie des séries en- 
tières. 


TH£ORÈME À (FONDAMENTAL). Pour la série entière (1) il existe 
un nombre positif R fini ou infini (0 R< co) doué des propriétés 
suivantes : 

1) La série converge absolument dans un disque ouvert |z2|<R 
du plan complere et diverge aux points z tels que |z|> R. 

2) Le nombre R est défini par la formule 


1 
R = —— |, 2 
lim. sup ÿ [an | (2) 
n—00 


On convient que += co et = = 0, de sorte que À = 0 ou 


selon que la limite supérieure est infinie ou nulle. 

Le disque ouvert | z | < R s'appelle disque de convergence de la 
série entière. Pour R = © c'est le plan complexe tout entier. Pour 
R = 0 la série entière ne possède qu'un point de convergence, en 
l'occurrence le point z = 0; R s'appelle rayon de convergence de la 
série (1). 

REMARQUE 1. Il n'existe visiblement qu'un seul nombre R 
vérifiant la proposition 1) du théorème 1. 


REMARQUE 2. Si la limite lim ÿ | a, | existe, alors elle est égale 


L nn 00 
à lim.supy |[a, |. Donc 
n 00 
” 1 
lim F | On | u 
n- 
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Le lecteur non initié à la notion de limite supérieure peut néan- 
moins suivre la démonstration du théorème en admettant que la 
limite indiquée existe pour la série entière considérée. Dans ce cas, 
il faut partout remplacer lim. sup par lim. 

D£EMONSTRATION DU THÉORÈME 4. Supposons que À est donné 
par la formule (2). La série converge au point z = 0. On admettra 
d'autre part que | z | > 0. Considérons en outre la série des modules 
des termes de la série (1): 


lal+lasl+las|+... 4) 
Désignons le terme général de (1°) par 
du =\42 | nt 2.) (3) 


Le critère de Cauchy (cf. $ 4, théorème 3, c)) nous dit que la série (1°) 


converge si lim. sup ÿ u, «1, 
n—00 


diverge si lim.supyu, >1, 


n—0oo 


la variable /u, étant illimitée dans ce cas, mais 
lim. sup Vu, = lim. sup |[a,z"|—=lim.sup(|z17 1a,l)=— 


=|2|lim.supTa, | =, 
Nous avons sorti le nombre fini | z | > 0 du signe de la limite sl 
rieure. 

De ce qui précède il suit que si | z | << R, c'est-à-dire que | z |[/R << 
< 1, alors la série (1”) converge, donc la série (1) converge absolu- 
ment; si [z|>R, c'est-à-dire que | z [/R > 1, alors la série (1°) 
diverge et son terme général | a,z" | est illimité, donc le terme géné- 
ral a,z" de la série (1) ne tend pas vers O0 pour r —+ o et de ce fait 
n’est pas justiciable de la condition nécessaire (cf. $ 1). Ceci ex- 
prime que la série (1) diverge. 

Nous avons ainsi prouvé que le nombre R défini par (2) jouit 
de la propriété suivante: 

si [z]<<R, alors la série (1) converge absolument, 
si [z[> R, la série (1) diverge. 

Ceci achève la démonstration du théorème fondamental. 

Dans la suite on désignera par o, le disque fermé | z [<< q du 
plan complexe. 

À noter que la série entière converge sur le disque ouvert | z | < 
<< R en général non uniformément. Cependant on a le théorème 
suivant. 


THæeoR&ME 2. La série entière (1) converge absolument et unifor- 
mément sur lout disque 04 = {z: |z|<g}, où g<<Ret Rest le 
rayon de convergence de la série (1). 
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D£eMONSTRATION. En effet, supposons que qg< R, q est alors 
réel, c'est-à-dire est un point de l’axe Ox appartenant au disque 
ouvert de convergence de la série (1). Donc, la série entière converge 
absolument en ce point, autrement dit 


>, [ang | << oo. 


nn — 


Ce 


D'autre part, pour tout point zE€ oyona 
lanz" 1<K ag | (n = 0, 1, 2, ...). 


Comme les seconds membres de ces inégalités ne dépendent pas de 
z € ©, et que la série de terme général ; a,g" | converge, le critère 
de Weierstrass (cf. $ 8, théorème 1) nous dit que la série (1) converge 
absolument et uniformément sur 04. 


THEOR£ME 3. La somme 
S (z) = ao + &3 + ae +... 


de la série entière (1) est une fonction continue sur le disque de conver- 
gence |z|< R de cette série. 


En effet, les termes de la série sont des fonctions continues de z 
et la série converge uniformément sur le disque o,, g < R. Donc, 
d’après un théorème connu de la théorie des séries uniformément 
convergentes (cf. $ 8, théorème 2) la somme S (z) de la série est une 
fonction continue sur ©,, donc sur le disque | z | << À tout entier, 
puisque g est arbitraire. 

Pour calculer le rayon de convergence de la série entière, on 
dispose de la formule (2), mais souvent il est plus commode d’uti- 
liser le critère de D’Alembert. 

Supposons qu'éxiste la limite (finie ou infinie) 


(4) 


que nous désignerons provisoirement par 1/R,. Alors (cf. (3)) 


; u . a 2n+1 L a z 
Lim 8 — Jim Len ttl LLimf ne Le 
n—o Un n—00 | anz fl ñn—00 a R, 


En vertu du critère de D'Alembert ($ 4, théorème 2), si | z | << R;, 
alors la série (1°), donc la série (1), converge; si |z | > ÆR,, alors 
[u, | — © et la série (1) diverge. Or, il n'existe qu’un seul nombre 
doué de telles propriétés, donc R, = R (cf. théorème 1). 
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Nous avons ainsi montré que, si la limite (4) existe, elle est 
égale à 1/R: 


sn |——, (5) 


où R est le rayon de convergence de la série entière (1). 
A noter que nous venons de montrer indirectement que si la limite 
(4) (finie ou infinie) existe, alors elle est égale à lim. sup} |a, |. 
REMARQUE 3. L'exposé de la théorie des séries entières com- 
mence généralement par le théorème d’Abel suivant. 


n—00 


TH£OREME D'ABEL. Si la série entière (1) converge en un point 
Zo = O0 du plan complexe, alors elle converge absolument et uniformé- 
ment dans le disque fermé | z | q, où q est ur nombre quelconque 
vérifiant la double inégalité 0<q<1]2 |. 


D£EMONSTRATION. Ce théorème est maintenant un corollaire des 
théorèmes 1 et 2. En effet, le point z, étant un point de convergence 
de la série (1), | z, | ne peut être strictement supérieur à R. Donc 
[zoI< R, 0<g<]|z1<R et qg<R. Le théorème 2 nous dit 
alors que la série entière (1) converge absolument et uniformément 
sur [Z2|< g. 


EXEMPLES. 
A+z+z+..…., (6) 
2 21 z3 
it tet.. (@>0), (7) 
1+2+21243123 +... (8) 


Les formules (2) ou (5) nous permettent de conclure que le rayon 
de convergence des séries (6) et (7) est égal à 1 et celui de la série 
(8), à 0. 

La somme de la série (6) (qui est une progression géométrique) 
est égale à (1 — z)"! dans le disque ouvert | z | < 1 et le reste 


n+i 


Cependant, la convergence n'est pas uniforme dans ce disque. Ceci 
a lieu déjà pour les z = z sur l'intervalle 0 < x << 1, l'inégalité 
zn+l 


>1— (2) 


ne pouvant être vérifiée pour tous les x indiqués, quel que soit 7. 

En effet, si x est très proche de 1, le numérateur, lui aussi, sera 
proche de 1 et le dénominateur, de 0. Donc, la fraction peut être 
rendue plus grande que &. 


€ 
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La série (7) converge uniformément pour «& > 1 sur le disque 
fermé | z | 4, puisque pour | z | 1 


[zkT |SkTT et D k€ 00. 


Si &æ = 1, la série (7) diverge au point z = 1 situé sur le cercle 
de convergence. 
La série (8) ne converge qu’au point z = 0. 


$ 12. Dérivation et intégration des séries entières 
THsorgME 1. La série entière 


do Faz +ar +... (4) 


et la série dérivée 
a + 2422 + Bas +... (2) 
ont même rayon de convergence. 


REMARQUE. La définition de la continuité et de la dérivée 
d'une fonction à variable complexe f (z) est la même que pour une 
fonction à variable réelle. La seule différence c'est que le ô-voisinage 
du point z, est un disque ouvert de rayon 6 et de centre z,. En par- 
tant de cette définition, on établit que la dérivée de la fonction 
puissance z* a pour expression (77) = nz""1. 

DEMONSTRATION DU THÉOREME À. On admettra que R est le 
rayon de convergence de la série (1) et R’ celui de la série (2). Prou- 
vons ce théorème sous l'hypothèse qu'existe la limite (finie ou 
infinie) 


imy/Tal=+. (3) 


© 


n à 


1 ARR AU CESSER 
a lin T4 Ta 


= limÿ/n+telin y Tanl=i=e, 
no ñn oo 
donc À = R!. | 


Dans le cas général où la limite (3) n'existe pas, on a 


lim. sup Ÿ lan| =— 
ñn—00 


et alors 


7n—00 


LE sup VA [ani = lim Vn lim. sup V [an | Ne 
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La deuxième égalité doit être justifiée, c’est-à-dire qu'il nous faut prouver que 
Si ns Ph > 0 et à, —+ 1, alors 
lim.sup (&œ,B,) = lim.sup B,. (4) 

Il existe en effet une suite extraite {n,} telle que 
lim.sup 6, = lim Bny = lim ap lim Pnr = lim (anpPnp) < Jim.sup (&,f,). (5) 
11 existe aussi une suite extraite {n,} telle que 
lim. sup (œnBn) = lim (anpBny) = ee 

— lim fn, <lim.supfn. (6) 
De (5) et de (6) on déduit (4). 


THeor£ME 2. La série entière 
f)=&+az+taz +... (12[<R) (7) 


peut être dérivée dans les limites de son disque de convergence] z | < R, 
autrement dit 


Î (z) = & + 2a,z + 3a;* +... (1z|<R). (8) 


D£EMONSTRATION. On prouvera ce théorème uniquement sous 
l'hypothèse que z = zx est une variable réelle, ce qui nous permettra 
de ramener le problème à un fait bien connu de la théorie des séries 
réelles. 

La série entière (7) s'écrit maintenant 


f)=atar tas +..., zEJ—R, RI. (7°) 


Cette série possède maintenant non plus un disque mais un intervalle 
de convergence ]—R, RI. La série dérivée s'écrit : 


p (x) = a, + 2asx + 3ast* +... (8’) 


Soit @ (x) la somme de cette série. Le théorème précédent nous dit 
qu’elle converge sur l’intervalle ]j—R, R[. Nous savons que les deux 
séries convergent uniformément sur l'intervalle [—g, ql, où q < R. 
En outre, les termes de la deuxième série sont continus et sont les 
dérivées de ceux de la première. Donc, en vertu de théorème 3 du 
$ 9 de la théorie des séries uniformément convergentes, on a 


p(G) = f (2 (9) 

sur l'intervalle [—q, ql et par suite sur l'intervalle ]J—R, RI, car q 
est arbitraire. 

Signalons qu'en vertu du théorème 2, la série (1) peut être dérivée 


terme à terme autant de fois qu'on le vent. Une dérivation d'ordre # 
nous donne 


109 (2) = kan + (+1) ke. Danqaz +... 
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pour tous les | z | << À. Si l’on pose z = 0, on obtient 
f® (0) = kla, 


ou 
ft) (0) 
k]! 


(k = 0, 1, 2, ...) 


kR = 
De là il suit en particulier que le développement de la fonction f (z) 
en série entière (cf. (1)) dans un disque | z | < R (ou dans l'intervalle 
(—R <z<R) dans le cas d'une fonction f (x) à variable réelle) est 
unique. 
Donc, la somme f (z) de la série entière (7) de rayon de conver- 
gence R >> 0 peut se mettre sous la forme suivante: 


f) (0) x 
oz (10) 


MA 8 


f{@)=1(0)+ÉQ + RE... = 


R=0 


La série du second membre s’appelle série de Taylor de la fonction 
f (z) suivant les puissances de z. 

Par conséquent, si la série entière (1) possède ur rayon de conver- 
gence R >> 0, alors elle est la série de Taylor de sa somme f (z). 

L'intégration terme à terme des séries entières impliquerait 
l'introduction de l'intégrale curviligne d'une fonction à variable 
complexe. Aussi se contentera-t-on d'étudier ce problème seule- 
ment pour les séries entières 


ff) = t+ur+ar +... (11) 


d’une variable réelle x (z = x). 

Considérons une série entière (11) d'intervalle de convergence 
]—R, RI, où RE JO, co]. Les nombres a, peuvent être réels ou 
complexes. Soient z, un point fixe de ]J—R, RI, x un point variable 
de ]—R, RI. ShoER on g > 0 de telle sorte que 


La série entière (11) converge uniformément sur l'intervalle 
(—g, q) qui est intérieur à l'intervalle de convergence de la série. 
Donc, cette série peut être intégrée terme à terme (cf. $ 9, théorème 2) 
entre Zz, et x: 


À ft) dt ao (220) +5 (22) + (28 — 29) +... (12) 


—R<xz, Lo R. 
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En particulier, pour x, = 0, on obtient 
ffG)at=a+ Sata... —R<z<R. (13) 
0 

Exempre 1. Il est évident que 


M &_16 
1+e = EH E ... 
Cette série converge sur l'intervalle ]—1, 4[ (R = 1). Donc, si 
z E ]—1, 1[, on peut intégrer cette série entre 0 et x (cette série 


converge uniformément sur tout intervalle fermé contenu dans l’in- 
tervalle de convergence): 


x 


dt : . 4 
fr =aArtgr=r- Rte (—1<z<1). 
0 


La série obtenue converge aussi pour z = 4 (en tant que série de 
Leibniz). On démontre qu'elle converge vers Arctg À = x/4, i.e. 


EL 1 1 1 
Æ EE 25 HER un ..e 
ExEMPLE 2. La série de Taylor de la fonction e-‘* s'écrit (cf. 
chap. 4, $ 16) 
Hd aie € 
nu 7 ST 


Ici R = oc. Donc, cette série s'intègre terme à terme: 
n 23 8 7 
SR 
je Hs THE Tant. 
0 


et nous obtenons l’expression de l'intégrale de Poisson par une 
série entière. 
ExEMPLE 3. La série de Taylor de la fonction y = sin x s'écrit 
(cf. chap. 4, $ 16) 
zt 


. + 
SNT—=T—ST +: . 


Elle converge sur l’axe réel tout entier. Pour x = 0, on obtient 


sin z z? zi z° 


TZ 


Si l’on admet que =|.., — 4, on trouve que (14) est vraie 


également pour z = 0. La série (44) converge uniformément sur 
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tout intervalle fini de l’axe des réels. En intégrant cette série, on 
obtient 


+ 

sin { zS z° z° 
[dt=s—sirt ser mt 
0 


ExemPre 4. La série de Taylor de la fonction y = cos x? est de 
la forme (cf. chap. 4, $ 16) 
dj Tue + 
cos z° — Î ST 21 TT. 


Elle converge sur ]J—o, of. En intégrant cette série, on obtient 
l'intégrale de Fresnel 


x 

à …. Fa x? zis 
foosstdt-2 tirer + 
0 


EXEMPLE 5. Comme 
shz pour nr —2k, 


h z\(n) — 
(sh 2) chz pour n—2k+1, 


on a 
0 pour nr = 2k 
h (n) —— ’ 
SSL 4 pour/n=-2k +1, 
et la suite de Taylor de sh x s'écrit : 
S 5 
shr=r+ert+ert... (45) 


La série entière étant convergente sur l’axe des réels tout entier 
(grâce au critère de D’Alembert), on peut la dériver: 


Chr 1 ++ +. (16) 


(le second membre converge uniformément sur tout intervalle fini). 


$ 13. Fonctions e*, sin z et cos z d’une variable complexe 


Les fonctions e”, sin x et cos x de la variable réelle x sont bien 
connues. Elles sont définies sur l’axe des réels tout entier. 

Du $ 16 du chap. 4 on sait qu’elles se développent en les séries 
entières suivantes : 


| A+ TS ++, 
sin z= ze +... (1) 


z° zt 
{ cosz=1—- + 
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Au $ 3 du chap. 5 on a défini la fonction el, où x est une variable 
réelle, au moyen de la formule d’Euler 


ei = cos x +isinz (2) 


» 


Dans (2), substituons à cos x et à sin x leurs développements en 
série. On obtient alors le développement de ef* suivant les puissances 
de zx: 
ie (4 2 4 À pe | 
ei = (1 5 + …)+i(z 37 +51 oi 
iz}? (iz)S 


44 iz | (zx 
+++ +... 


La fonction e, où z = x +iy, se définit naturellement de la 
manière suivante: 


5 — ex+iv = e*eiv, 


- z iy (iy)° _ 
14 + tar 


La multiplication est licite (cf. $ 10, (7)), car les séries sont 
absolument convergentes. 

On obtient en définitive que la fonction e° de la variable com- 
plexe z se développe en la série entière 


A+ Et ++. (3) 


convergeant vers e* sur le plan complexe tout entier. 

La série (3) est la série de Taylor de la fonction &. 

Le rayon de convergence de la série (3) est R = co. En outre, 
des propriétés générales des séries entières (cf. $ 10) il s'ensuit que 
la série (3) converge absolument pour tout z et de plus converge 
uniformément (vers e*) sur le disque | z | < qg, quelque grand que 
soit le nombre positif q. 

Les fonctions cos z et sin z de la variable complexe z se définis- 
sent naturellement comme les sommes des séries entières suivantes 


i z° 21 
COS Z — STTAT 


1! z5 z 
SMZ—Z—-57 + 51 — .. 

Le rayon de convergence de ces deux séries est À = co, donc 
les fonctions correspondantes sont définies pour tout z complexe. 
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On vérifie immédiatement par comparaison des séries entières 
respectives que 


{2 -iz {z Lz 
€ € . ec 
cosz= ET, HDZ=—— (4) 


pour tout z complexe. 
Les propriétés de la fonction exponentielle e* (4 complexe) nous 
donnent : 


cos (4 + v) = cos u cos v — sin u sin v, 
sin (4 + v) = sin u Cos v —+ cos u sin v 


pour tous u et v complexes. 
Ces formules généralisent donc les formules classiques de trigo- 
nométrie pour w et v réels. Signalons que les fonctions sin z et cos z 
ne possèdent pas toutes les propriétés des fonctions réelles sin zx 
et cos x.’ En particulier, ces fonctions ne sont pas bornées sur le 
plan complexe. 
En vertu de (4), pour x réel on a 
‘ ex + ex 
2 


. . ex — ex 
Sin ir = — 
«t 


cos ir == =Cchr—>o0, r—>oo, (5) 


—ishzr—+>00, zr—+00. (6) 


Les formules (5) et (6) établissent une relation entre la «trigo- 
nométrie complexe » et la « trigonométrie hyperbolique ». 

La fonction z = In w de la variable complexe w se définit comme 
la réciproque de la fonction 


w = €. (7) 

Si l’on écrit w = 0 sous la forme exponentielle 

w = pe (p = |w|>0), 
alors l'équation (7) devient 

peis — ei (2 = x + iy), 
d'où 

pe, 60—=y—2kn, 

c'est-à-dire que 


z=Iinp, y—=6<+2kn (k =0, +1, +2, ...). 
Donc, 


z=Inw=zxz<+iy=Inp +i(0 + 2kx) — 
= In |w| +tiargw=Iln|w| +iArguw +i2kn (8) 
(4 = 0, +1, +2, ...), 


23—0622 
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où In |w | (|w | > 0) est compris au sens ordinaire. On voit sur 
(8) que In w (w =£ 0), de même d'ailleurs que arg w, est une corres- 
pondance, que w soit réelle ou complexe. 

Par exemple, du point de vue de la théorie des fonctions d’une 
variable complexe, In 1 est égal à 2kni (k — 0, +1, +2, ...). 
En analyse réelle, 1n 4 ne prend de seule valeur, 0. 

Sans nous appesantir sur la théorie des fonctions d’une variable 
complexe nous nous contenterons de faire encore une remarque au 
sujet de la formule 


In({+z)=z-<+ +... z€]—1, 1], 


établie au $ 16 du chap. 4 pour les x réels. Si l’on remplace x par z, 
avec 
[z1<1, 


la série reste convergente. Sa somme est égale à In (14+ 2), telle 
que nous l'avons définie plus haut. 

Les fonctions d’une variable complexe développables en séries 
entières s'appellent forctions analytiques. Elles font l’objet de la 
théorie des fonctions d’une variable complexe !). 

Signalons enfin que si dans la série entière 


do + au +au* +... 
de «lisque de convergence | u | << À, on pose u = z — z,, où Z 
est un nombre fixe (généralement complexe), on obtient la série 
entière 
Go + (Z — Zo) + 2 (2 — 20)* +... 

appelée série entière de z — 2. 

Elle converge dans le disque (de convergence) |z2—z | <R 
et diverge pour | z2 — Z9 | > À. 


$ 14. Séries dans les calculs approchés 


Dans ce paragraphe on se penchera sur le calcul approché des 
valeurs de fonctions élémentaires. 
Commençons par le polynôme 


Pt) = do + +... +ar. 


Le calcul de cette fonction pour zx — x, se ramène à la réalisation 
d’un nombre fini d’additions et de multiplications. Cette fonction 
peut être calculée en tout point x, avec n'importe quelle précision. 

Les autres fonctions élémentaires, telles sin x, Arctg x, . .. se 
développent en une série entière. | 


1) Voir tome 2. 
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L'erreur commise en remplaçant une fonction par sa série de 
Taylor peut être déterminée à l’aide du reste. 
Considérons la série entière 


f(t) = co +OAr +cer +..., zEÏ-R, RI, (1) 


d'intervalle de convergence ]—R, ÆRÎ. Cette série converge vers 
f (x) à l’intérieur de l'intervalle de convergence à la vitesse d’une 
progression géométrique décroissante. 

En effet, soient q. et q des nombres arbitraires tels que 0 << q, < 
<< g-< R. Alors la série (1) converge au point z = q et ses termes 
forment une suite bornée (|c,g" | < M, Vn). Donc, pour tous les 


z € [—Qs Qi) 
eng" (=) 


(ere = <u (+), 
où q1/q << À. 

On voit qu'il est plus favorable d'utiliser une série entière pour 
le calcul des valeuts de f (x) aux points intérieurs à l’intervalle de 
convergence. 

Si le point x est confondu avec l’une des extrémités de l'intervalle 
]—R, RI, alors, même si la série converge en ce point, elle conver- 
gera moins vite qu'une progression géométrique décroissante. La 
vitesse de convergence est en général si lente qu’on n’a aucun inté- 
rêt à se servir de la série (1) pour calculer f (x) en ce point. Ces faits 
seront illustrés plus bas sur des exemples concrets. 

Commençons par le calcul du nombre n. 

Dans l'exemple 1 du $ 12, on a montré que 


23 zb 
AICIgI=I——- + —... zC]—1, 1[. (2) 
Cette série converge aussi au point x = 1. Montrons qu'elle 


converge vers Arctg 1 — 11/4. Ce fait n’a pas été prouvé au $ 12. 
Considérons l'identité st 


1 : : nu zn#2 
gta (A) am (AP 
En intégrant cette identité sur [0, 1], on trouve 
1 _ 1 1 
ud 2 RE 
fr =artgt= += [ar Î zx dr +... NS { 
0 0 0 
1 ; 2n+2 
+17 famdet(—ip [EE de 
U 0 ES 
1 { 1 
PS os ct Pere 


23° 
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zn+2 


1 
an =(— 1% | 12° dx. 
0 


11 est immédiat de voir que 


D'où 


n 
| Arctg 1 — ÿ Po 2 
0 


ou 


o0 TT 
n=4 D Er. (8) 


On remarque que cette série converge moins vite que toute pro- 
gression géométrique décroissante. 

Pour calculer x à l’aide de la série (3) à 10 près, il faut prendre 
assez de termes pour que le reste soit inférieur à 106. Comme la 
série (3) est une série de Leibniz, alors son reste est inférieur au 
module du premier terme : 


Res 3 E<é 
à, 


2n+3 ” 


De là on voit que pour n — 2-10$, on a | R, | << 10%. Donc, 
pour obtenir la précision voulue il faut deux millions de termes de 
la série (3). 

A la main ce calcul est insensé. Avec une calculatrice, il ne pré- 
sente aucun intérêt. 

Exhibons une série qui converge plus vite vers le nombre «x. 
Considérons a cet effet un nombre « tel que 


tg a = 1/5. 
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Alors 
Zita _ 25 5 
tg2a— 1—tga  1—1/25 12° 
1. 2tg2& 120 
BG TE 7e — 110 ? 
x \ __ tg4a—tg(r/4) . { 
te (ia —7)= 1+-tg 4a-tg (x1/4) 239 ° 
D'où 
- 4 — 7 = Arctg (1/239), 


n = 16 — 4 Arctg (1/239) — 16 Arctg (1/5) — 4 Arctg (1/239). 
En se servant de la série (2), on obtient 


= Qi (1) (0e 
"62 ED SR ‘> TE 1) 239 * 
= 


Les deux dernières séries convergent assez vite (plus vite qu’une 
progression géométrique décroissante). 

Il est immédiat de vérifier que le reste de la première série est 
inférieure à 105 dès z — 4. Donc, en calculant les quatre premiers 
termes de la première série et les deux premiers de la seconde 
(à 10-7 près) on obtient 


n = 3,141592, 


les cinq premières décimales étant exactes. 


Calcul des logarithmes 


La série de Taylor de la fonction y = In (1 + x) peut être obtenue 
par intégration de l'identité 


—— —=ÎÂ—xz$x—-xst... (|x| 1), 
t d 2 z* 
In (1+ x) = | = ES TE (4) 
0 


Pour æ—1, cette série converge vers In 2. 
En effet, en intégrant l'identité 


1 


Tes =1Â—2z+r—...+(—1) 2 +(— 1) Se 


+ z 
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entre O et 1, on obtient 


1 1 | 
Im2=i—-s+e-... +1 +, 
où 
1 
1 
[Br =|{ — dr|< | a dr = +0, N —}> O0 
0 


ur série (4), de même que la série (3), converge lentement pour 
2 —'1. 
En substituant —z à z dans (4), on obtient 
CR 
In({—zx)= — Ÿ —. (5) 
k=1 
En retranchant (5) de (4), on trouve 


1+z _ L Lk+i 
hk=0 


Cette relation est à la base des calculs des logarithmes des entiers 
naturels. En posant x — 1/3 par exemple, on obtient 


€ 1 
In2—215 ENIELSR (7) 
k==0 


où la série du second membre converge plus vite qu’une progression 
géométrique. 

Pour calculer 1n 2 à 10° près il suffit de prendre cinq termes de 
la série (7): 


In 2 = 0,693146 


(chaque terme de la série est calculé à 10% près). 


D'une façon générale, en posant x — ee. , Où m est un 
entier naturel, on obtient 
1+z _m+i 
4—xz m 
| 1 
In (mr + = lnmt2 2 EEE EDR (8) 


En posant successivement m = 2, 3,..., on trouve In 3, 1n 4,... 
La série du second membre de (8) converge très vite. 
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Calcul des racines 


Nous avons déjà obtenu la série de Taylor de la fonction f (x) — 
= (4 + x)® au $ 16 du chap. 4: 


é 4). (@—k+1 
A+z=1+ y LED GRR ox, (9) 
h=1 


La série (9) s'appelle série binomiale. On sait que la série (9) 
ne converge pas toujours pour z = +1 et que, si elle converge, elle 
le fait lentement. Donc, Si par exemple l’on a à calculer J/2, on 
n’a aucun intérêt à se servir de la formule (9) pour x = 1, &« = 1/2. 
Il vaut mieux procéder comme suit. On transforme le radicande de 
telle sorte qu'il diffère peu de l'unité: 


= 2.254 49 7 1 \1/2 
v2= 725.49 5 Ty =+(1+7) ’ 
ou 
7 1 ‘ 4 \-1/2 7 2 \-1/2 
Vi-s-s st) =5(1- 07) + (0) 


Pour trouver les nombres 25 et 49 on agit comme suit: on note 
les carrés des entiers naturels 


1, 4, 9,16, 25, 36, 49, 64, ..., (44) 


puis, les nombres obtenus en multipliant les carrés (11) par Île ra- 
dicande, c’est-à-dire ici par 2: 


2, 8, 18, 32, 50, 72, 98, 128, . . (12) 


Ensuite on prend deux nombres, l’un dans (11) et l’autre dans 
(12), tels que leur rapport soit proche de l'unité. Il s’agit pour ce 
qui nous concerne des nombres 49 et 50. 

Si l’on prolonge les suites (11) et (12), on peut trouver d’autres 
nombres dont le quotient est proche de l'unité: par exemple 289 
et 288, etc. On a 


5 _2-144:289 "2-144.289 289 _ 1/2 
V2=V us LÉ U+-3) D 


On peut se servir maintenant de la série (9). En vertu de (13), 
pour z — 1/288, on obtient 


Re es ni  - 
V5={ 5 7 (2) ( z) 2 és EP 4) 
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La série du second membre de (14) converge très vite. De plus, 
elle est alternée, c’est-à-dire que le reste est inférieur au module du 
premier membre de ce reste. 

Pre la série (14): 


V5 1.3 1.35 | : 
Vi=+ à Li rar tenus pur +) (5) 


Le troisième terme de la série (15) est inférieur à 8-10 << 10”, 
donc 


VIe (i- er ) = 1414207 | 


à 10-* pres. h 

Signalons que le calcul de V2 à l’aide de (10) est très commode, 
car au dénominateur on obtient aussitôt des puissances de 10. Si 
l’on se limite aux trois premiers termes de cette série, on trouve que 


V 2 = 1,41421. 
Exempce. Calculer 5 à 10-° près. 
Notons les cubes des entiers naturels 
4, 8, 27, 64, 125, 216, ... 
et la suite de ces nombres multipliés par 9: 
5, 40, 135, 320, 625, 1080, 


D'où 
3 TE 7 10C > 
/E 5.217.125 5 1/3 5 1/3 
V 5= rs lit) =+ (1 x ras. S 
2-8° L 2.5-83 
=+ {1 + 310 Te 7 32.21 401 33-31 109 —...}. 
Le troisième terme de la série 
9-8? 8° 
donc 


= 5) 8 =. 
3er (1+5)=1,71 …. 
à 107 près. 


$ 15. Séries multiples 


On appelle série double une expression de la forme 


- 
> > dpi (1) | 
=0 1-0 
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où a;, sont des nombres (réels ou complexes) dépendant des indices 
k et 1 = 0,1,2,... Les nombres a; s'appellent termes de la série, 
les nombres 


Smn= > Dan (m,n=0, 1, 2, ...) (2) 


sommes partielles de la série (1). 
Par définition, la série ({) converge vers un nombre $S, appelé 
somme de la série (1), si existe 


lim S_—5, (3) 


Mm.n-—-0 

c'est-à-dire si pour tout € > 0 on peut exhiber un tel que 
| S mn — S | < E 

pour tous les m, nr > N. On écrit alors 


Arrêtons-nous sur le cas où les termes de la série (1) sont positifs 
(ay: > 0). Posons 


À = Sup Sn. (4) 


Si À << co, alors pour tout & >>0 il existe un couple (mo, no) 
tel que A—e< Sn, < À et, puisque a;, sont positifs, 


S'mene << Smns M, nn D>N = max (mo, no). 
Donc, A—Ee< Sy << AÂA+te, m, n >N, et existe 
lim, Sun = 9 = À: 


m,n— 00 
Si À = oc, alors de toute évidence 
lim Syn = S = 


M ,N — 00 


On écrit dans ce cas 
œ © 
D D ou = 
La série (1) est dite note convergente si converge la série 


Comme pour les séries PNR on démontre qu’une série double 
absolument convergente est convergente. La démonstration repose sur 


ie 


| Janl- 
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le critère de Cauchy : pour que la série (1) converge il faut et il suffit 
que pour tout e >> il existe un nombre N tel que 


| Smn — Spy | < € 


quels que soient m, n, p, q > N. 
La démonstration est la même que pour les séries simples. 
En plus de la série (1), on peut considérer l'expression 


S (S aus) 
k=0 \i=0 


à laquelle on associe naturellement le nombre À (s’il existe) obtenu 
comme suit: si la série entre parenthèses converge pour chaque 


k = 0, 1,... vers la somme 4, et si la série ÿ Ak converge vers 
0 
un nombre À, alors on pose 


A Ÿ An S (S ou) 6) 
K=0 k=0 \1=0 
TH£éOREME 1. Si la série (1) converge absolument, alors 
S S'au= D (S au) @ 
K=0 (=0 k=0 \i=0 


DEMONSTRATION. Admettons tout d’abord que &,, > 0. Supposons 


que le premier membre de (6) (qui a un sens!) est égal à à S. Pour tous 
setn>0,aves<m,ona 


n LA n 
SD an D) À au ES, (7) 
{=0 Rk=0 1=0 


d'où la convergence des séries >, as (s = 0, 1,.. .). Donc, si dans 


—— 


la deuxième inégalité on fixe m et on passe à la limite pour nr —+> co, 
on obtient 


à (È ) <S 
h=0 \i=0 ’ 


pour tout m, d’où l’existence du nombre À (cf. (5)) et le fait que 
AS. 


Par ailleurs, si À est fini, alors pour tous met nr 


Sn 2 . au < ps Ap: on) < À, 
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donc 
= SUP Smn < À. 


L'égalité (6) est prouvée pour au: > 0. 
Supposons maintenant que &;, sont des nombres quelconques. 
Posons 


: an (au>0), —Gu (au< 0), 
SE 0 (ax <0), ce 0 (au >0). 
Alors 
dudit Cu +an— |aul. 
Donc, la convergence de la série à © [a,,| entraîne celle des séries 
N'S'ain D Dam à termes positifs. Par suite, 
D Dau= dd au- Sam 


=5 CO aù)-3 (3 a)=3 (Da). 


Enfin, si ay = @yr+iBas sont des nombres complexes et la série 
S Ÿ'lawl converge, alors il en est de même des séries À Jam, 
TT « Le 
NS IBrilr Où ur et Bar sont des réels, donc 


D Cau= D DautiS 2 Bu= 
=2 où au)+i2 où Bu) = 2 où an): 


Ce qui achève la démonstration du théorème. 
ExemPLe. Pour quelles valeurs de &« >> 0 converge la série double 


> D? 
k=1 1=1 œ+0° 


SoLuTion. En vertu du théorème 1, nous devons étudier la con- 
vergence des séries simples 
© n Lure] 
Did À à SA. 
mt + Remi 


On sait (cf. $ 2, théorème 2) que la convergence de la première 
série équivaut à celle de l'intégrale impropre | (k + y)" dy qui 
0 


converge pour &œ >>4: 


. 7 k 1-@ 
A =D G+D<((G+pT ay 
Ù lmi 0 


Ka > 1). 


pe Li-c 
L a—1 
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D'autre part, 


- 1 1 1 - 1- 1 C . 
DAS DE = ED rte + | tre dr. 
=:1 k=2 1 


R=1 


La dernière intégrale converge pour 4 — 4 > 1, c’est-à-dire pour 

a >>2. Donc, la série double envisagée converge pour & >> 2. 

Considérons maintenant le problème suivant. Soit donnée une 
série double (1) convergeant absolument. Sa somme S, de même 
que la somme S” de la série des modules de ses termes peuvent s’écrire 
sous la forme de limites de suites: 


n nn 
S= lim > day =limSyn 


A—-oo 0 O0 ñn — 00 
n nn 
S” = Jim DO laul=1limSi,n 
oo 0 O0 7 — 00 


dépendant d'un seul indice »r. Aux suites {S,,} et {San} Correspon- 
dent les séries convergentes 


S = a59 + (10 + Au + Go1) + (@20 + Go1 + Gs2 + 
+ die + Goo) + (as + --.) +... (8) 
S" = | oo | + (1 @o | + leu | + ao |) + (1 @20 | + 
+ Tau | + las | + '@o | +7] Goo |) + (las | +...) +... 
(9) 


dont les termes sont égaux aux sommes entre parenthèses. Or, les 
parenthèses de la deuxième série sont positives, donc on ne modifie 
pas la convergence en les supprimant: 


| Goo | + | &0 | + Tail + l'ao | + aol +... (10) 
Donc, la série 
Goo + io + En F doi + Geo F + +. (11) 


obtenue à partir de (8) par suppression de toutes les parenthèses, 

converge absolument. Par suite, elle converge visiblement vers S. 
Nous avons montré que si la série double (1) converge vers un 

nombre $S absolument, alors la série simple (11) converge aussi abso- 

lument vers S. Or, on peut changer l’ordre des termes d’une série 

absolument convergente sans modifier la convergence et la somme. 
Nous venons donc de prouver le 


THEOREME 2. La série v, + v, + ve + ..., obtenueen numérotant 
à l’aide d’un seul indice les termes de la série (1) ‘absolument convergente 
vers un nombre S, converge de même absolument vers S. 
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Prouvons le théorème suivant en conclusion. 


TusonsME 3. Soient données deux séries absolument convergentes 
D Up, À à. . Supposons que les produits uv (k, l = 0, 1, 2, ...) 
done niimerotés par un seul indice de la manière suivante : w,, w,, w2,. .. 
On a alors 


œ © œ 
Zux Du = D w, 
0 ] 7] 


où La série du second membre converge absolument. 


oo 
DEMONSTRATION. En effet, supposons que Dlu,|=M, Ÿ [wi] = 
0 6 


00 Lo 
—;). La série double Ÿ) © u,v, converge absolument, car pour 
0 i=0 


tous m et n 


mm nn mMm n 
2 2 [uv =2 Lu] X Doit MN. 


Donc 
> mx T Ur — lim Dan X Tim À v 
=0 no k—0 n—oo 1=0 
n On co 
= lim 2 2 uv 2 Sun), Wjs 
n—00 k=0O [=0 =0 {=0 


où la dernière égalité a lieu grâce au théorème précédent. 
En conclusion de ce paragraphe signalons qu’on peut envisager 
des séries triples, quadruples et plus généralement n#-tuples : 


© oo © Poo 00 
2 D Di Gpimr ---r D D. Ghike...hn° 
k=0 1=0 m=0 1=0 n=° 


Ces séries sont justiciables de théorèmes analogues aux théorèmes 1, 
2 et 3 

EXERCICES. 

1. Pour quelles valeurs de & > 0 converge la série triple 


> > rer or | 


Roi lui m=1 


Réponse: pour « > 3. 


366 SÉRIES (CH. 9 


2. Etudier la convergence de la série n-tuple 
œ © 
À D'ETLR: 
kiæi kgæt T° ” 
Réponse:a>n. 


3. Pour quelles valeurs de « >0 converge la série double 


© © n 
2 Dre 


Réponse: a >1. 
4. Pour quelles valeurs de «, B, et de B, converge la série double 


> À B Ba\a ? 
4 2 
Ra=i [—1 ( +1 ) 


5. Pour quelles valeurs de «, B,, B:, ..., BPn>0 converge la série 
n-tuple 
> > —— ma ? 
ge (RÉ. +R 


ky=œi kn=1 


n 
| 
Réponse: a> > re 


j=1 


$ 16. Sommation des séries et suites par 
la méthode des moyennes arithmétiques 


Soit donnée la série numérique 


Uo Futuat... (1) 

Posons 
, Sn=u +u+...+u, (2) 
On = “et Èn (nr = 0, 1, 2...) (3) 


Par définition, la série (1) (ou la suite {S,}) est sommable par .la 
méthode des moyennes arithmétiques au nombre © si existe la limite 


lim ©, = 0. + (4) 


ni 00 
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Tæeorëme. Si la série (1) converge vers un nombre S, alors elle est 
sommable par la méthode des moÿennes arithmétiques et cette somme 
est égale à S. 


DEMONSTRATION. Supposons que la série (1) converge : il existe 
alors un nombre M >=0 tel que 


[Ss1< M ( = 0, 1, 2, . ..), (5) 


et un entier naturel nr assez grand, que nous supposerons fixe (un 
nombre k et, dans la suite, un nombre p, variables) tel que 


| Sn+r — SI<e (k=1,2,...). (6) 
On a par ailleurs 


S—On+p = (s-+ S Sata }+ 
hk=1 


1 
D MT TT 20 Fri ENT U > Sn — UT PUS Je 


P P n 
1 1 1 
7 à (S— Sam) + (+ n+Pp+i ) À Sn — pe 2 ” 
d'où, puisque 


7 
LL 


P n+p+1i p(n+p+1) ? 
l’on déduit 


1 
+ M <etete=3e (p> pe) 


si p est assez grand. Par suite, On+p S (p — ) ou, ce qui revient 
au même, C0} —>.$ (j—> œ), ce qui DEOUVE le théorème. 


ExEMmPLE 1. Considérons la série S 2" —=2. [ci 
n=0 


So= 1, Si=1+—, ... Sn=1+r+. +2. 


D'où 


2 (m4 11 +7 


| 1 
em © 2 Mr 0) 
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EXEMPLE 2. La série 14—1+1—... diverge, mais par la 
méthode des moyennes arithmétiques sa somme est égale à 


En effet, So= 1, S,—0, . 


"ne 
.e, Son = Ar Son =0, .. Donc 


> Si toLSn. AÉOE.--OEL nd À | 

Oan — 2n+1 EE 2n+1 7 2n+1 Cr 
= So+... + Son + Sons: — n +1 _… 1 

Jan+i— On + 2 De DRE 2 ann 


CHAPITRE 10 


ELEMENTS D’ALGÈEBRE LINÉAIRE ET 
DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 


$ 1. Déterminants du second ordre 


Soient donnés des nombres réels ou complexes &;, a, b,, ba. 


Le nombre a;,b, — a.b, s'appelle déterminant du second ordre et se 
note: 


dj 
b, bd, 


—= a10; — aobi. (1) 


Les nombres a,, a, b,, b, sont les éléments du déterminant. Les 
nombres a,, a, forment la première ligne, les nombres b,, b, la deuxiè- 


me ligne, les nombres a,, b,, la première colonne, les nombres a, b:, 
la deuxième colonne. 


Les propriétés suivantes du déterminant sont de vérification immé- 
diate. 


Le déterminant 
a) ne change pas de valeur si l'on échange les lignes et les colonnes: 


d, 


a, b, 


d> be 


b) change de signe si on permute deux lignes ou deux colonnes: 


d | b, b, 

b, b, a @ |” 
M de] Bu] 
b, |  |b, b,l? 


c) est multiplié par k si les éléments d'une ligne ou d’une colonne 
sont multipliés par k. Ainsi 


ka, b, 
ka, b, 


a; à 
9 
a> Le 
24—06 22 
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autrement dit si les éléments d'une ligne ou d’une colonne sont propor- 
tionnels, on peut sortir le coefficient de proportionnalité du signe du 
déterminant ; 

d) est nul si les éléments d'une ligne ou d’une colonne sont tous 
nuls. Par exemple 


0 
de b, = 0, — 06, = 0 ; 
e) est nul s'il a deux lignes ou deux colonnes identiques: 
& da 
és 0 = Aylo — Giao = 0. 


Dans la suite on introduit les déterminants du troisième et du 
n-ième ordre. Ces déterminants sont justiciables des propriétés 
a), b), c), d), e). 


$ 2. Déterminants du troisième et du #7-ième ordre 
On appelle déterminant du troisième ordre le nombre 


À = Gy1l29@ss + Go os0s1 + GisGa10ga — 


— Asools1 — 11dag0 go — lyolaiUss (1) 
écrit sous la forme 
Gi ia is 
A—| GG, A2 3 |. (2) 


dyy go ss 


Le nombre a,, s'appelle élément du déterminant. Cet élément 
se trouve à l'intersection de la 4-ième ligne et de la Z-ième colonne. 
La diagonale a;;, &>+, &ss S'appelle diagonale principale, la diagonale 
Œys Go Guy, diagonale non principale. 

L'expression (1) est d’une structure assez simple. C’est le nombre 
calculé avec les éléments a, d'après la règle suivante dite de Sarrus: 
formons le tableau de Sarrus en ajoutant les deux premières colonnes 
à droite du déterminant (2) (voir fig. 110). On voit que le nombre A 
est égal à la somme des produits des éléments reliés par une droite, 
ces produits étant pris avec le signe + ou — selon que cette droite 
est parallèle à la diagonale principale ou à la diagonale non prin- 
cipale. 

Chacun de ces produits signés s'appelle ferme du déterminant (2). 
Chaque produit est composé d’un élément de chaque ligne et de 
chaque colonne. Dans chaque terme de la somme (1) ces éléments 
sont classés par ordre de croissance du premier indice, c’est-à-dire 
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l'indice des lignes. Les indices des colonnes sont disposés comme 
suit : 


1 2 3 
2 31 (3) 
3 12 
3 21 
1 3 2 (4) - 
2 1 3 


On reconnaît toutes les permutations des nombres 1,2, 3. La per- 
mutation 


123 (5) 


des nombres 1, 2, 3 sera dite permutation de base. 

On appelle transposition de deux éléments d'une permutation 
l'opération qui consiste à échanger ces deux éléments. La transpo- 
sition transforme une permutation en une permutation. Si dans la 


Fig. 110 


dernière permutation on effectue une transposition, on obtient une 
troisième permutation (qui peut très bien coïncider avec la première). 
Par exemple, la permutation 


321 (6) 
se déduit de (5) par transposition du premier et du troisième élément, 
la permutation 

231 (7) 


se déduit de (6) par transposition du premier et du deuxième élément. 

Il est important de noter que si une permutation se déduit à 
partir de la permutation de base par W transpositions et si la même 
permutation s'obtient à partir de la permutation de base d’une 
autre manière par W, transpositions, les nombres N et N, sont simul- 
tanément pairs ou impairs. Une permutation des nombres 1, 2, 3 
24* 
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est dite paire (resp. impaire) si elle se déduit de la permutation de 
base par un nombre pair (resp. impair) de transpositions. 

Soit donnée une permutation j = (j;, ja; js), OÙ jy, Jos Ja SONt 
les nombres 1, 2, 3 pris dans un ordre quelconque. Désignons par 
t (j) le nombre de transpositions nécessaires pour déduire cette per- 
mutation de la permutation de base. La permutation j est paire 
(resp. impaire) si £ (j) est pair (resp. impair). 

Les permutations (3) sont paires, les permutations (4), impaires. 

A la lumière de ce qui vient d’être dit on peut donner une défi- 
nition équivalente du déterminant d'ordre trois. 

On appelle déterminant d'ordre trois (2) le nombre A égal à la 
somme 


A = D, (— 1) aij,a25 as; (8) 
7 


des produits de la forme (—1)0 a;;,a,;,as;,, où jÿ — (j1, jo, Ïs) re- 
présentent toutes les permutations des nombres 1, 2, 3. 

Cette définition se généralise à un déterminant d'ordre n (n — 
=+2 9.) 

On appelle déterminant d'ordre n le nombre 


&ii + Ain 
Any ... 

A=lanl=| TT Th (9) 
Zn: : Znn 


égal à la somme 
A—2D,(—1)"@ aa, ... Gnin 
J 


étendue à toutes les permutations j = (j,, . . ., jh). Le nombre t (j) 
s'appelle nombre de transpositions pour passer de la permutation de 
base 1, 2, ..., n à la permutation j = (j;, ..., j\). Le produit 
(—1) Dai, . .. ani S’appelle terme du déterminant. 


Les déterminants d’ordre n possèdent les propriétés a), b), c), d), e) 
énumérées dans le paragraphe précédent. 


DEMONSTRATION. a) Si l’on échange les lignes et les colonnes, les 
indices des lignes viendront en deuxième position. Par exemple, pour 
le déterminant d'ordre trois (2) on aura 

Giyy day si 
Ga Oo Age | = Ai 290 38 F Anyl sois F Asi2@2s — 
Gis Ars Ass 
— Al 22045 — ii slos — Œ2iGyalss = À. 
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Le terme général du nouveau déterminant d'ordre nr s'écrit 


(— 1)" ajiai,o ... Gin. 
Ordonnons les facteurs du produit Gja1@j,e + + + Aj,n Par rapport au 
premier indice, c’est-à-dire qu'on passe de la permutation j = 
— (j1, «+, Ïn) à la permutation de base 1, 2, ., n. Pour cela il 
faut t (j) transpositions. La permutation de base des deuxièmes 
indices se transforme alors en une permutation à — (1, . .., ih), 
et le nombre t (i) sera de même parité que le nombre t (j). Donc 
(— 1) O ai ... Gin =(— 1) ai, . .. Gnin: 
Il est immédiat de voir qu'à des permutations distinctes j1, . . ., J]n 


correspondent des permutations distinctes ë,, . .., à. Donc 
2 (— 1)10) Gj,1 --. Ajnn — 2 ( _ 131) ji, ce Anin = A. 


b) Echangeons par exemple la première et la troisième ligne du 
déterminant d'ordre trois (2). Le déterminant A’ obtenu sera égal à 


Asy As2 Ass 
À” = | ayy Goo G2s | = > (— 1) Q asj,a25,a1;, — 
dis io Gis 
— > (— 1)10) G1j,425,43j, = — ba _(— 10 dia 2j,a3j, = — À, 
j 3"=(Js 22, Ji) 


a la permutation j = (j,, j+, js) se déduit de la permutation 
= (j3, Jo, J1) par une seule transposition. 

c) La multiplication d’une ligne (resp. colonne) quelconque par 
un nombre k revient à multiplier tous les termes du déterminant 
par k, puisque chaque terme contient un élément de la ligne (resp. 
colonne) mentionnée. Donc, la somme des termes est multipliée 
par #. 

d) Un déterminant dont les éléments d’une ligne ou d’une colonne 
sont nuls est nul, puisque tous ses termes le sont de toute évidence. 

e) Un déterminant est nul s’il a deux lignes ou deux colonnes 
identiques. Ceci résulte de la propriété b) (A = —A, A’ = À, d'où 
A = 0). 

Supprimons la i-ième ligne et la k-ième colonne du déterminant 
d'ordre x (9). L'expression restante engendre un déterminant M; 
d'ordre nr — 1 appelé mineur de l'élément a;,. La quantité 


An = (1 M 


s'appelle cofacteur de ape 
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PROPRIÉTÉ f) La somme des produits des éléments ay, d’une ligne 
(resp. colonne) par leurs cofacteurs est égale à A: 


A 2 and (i=1,....,n), (10) 
12 and (k=1,...,n). (10°) 


Prouvons cette propriété pour la troisième ligne d’un détermi- 
nant d'ordre trois. On a 
as14s1 + G32432 + A33433 — 
dia Qss ii Gjs 
G22 os oi as Gi Ga 
= gi (Gi2023 — Gi3022) + As (Gi@2i — Gy1023) + 

+ Ass (Gi1@22 — Gy2Gas) = À. 


Qi1 io 


— 31  Gg2 33 


La somme (10) s'appelle développement du déterminant suivant 
les éléments de la i-ième ligne, la somme (10°), développement du dé- 
terminant suivant les éléments de la k-ième colonne. 

ExEMPLE 1. Si dans le déterminant A (voir (9)) on a ay = ay = 
=... = dy = 0, alors À = a;;,A,,, c'est-à-dire que le calcul de 
ce déterminant se ramène à celui d’un de ses cofacteurs qui est un 
déterminant d'ordre nr — 1. 

ExEMPLE 2. Si tous les éléments sous-diagonaux (resp. sub- 
diagonaux) de À sont nuls (4,,= 0 pour k > l (resp. k << [)), alors 
À = Gjjdge + . + Ann. Ceci résulte de l'exemple précédent. 


PROPRIÊTÉE g) La somme des produits des éléments a;, d'une ligne 
(resp. d'une colonne) d'un déterminant par les cofacteurs respectifs des 
éléments d'une autre ligne (resp. colonne) est nulle: 


n 


2 Gin Ajr = 2 ahiAx; = 0 (11) 


iæj;ij=1,...,n) 


En effet, considérons la première somme. On voit qu'elle ne 
dépend pas des éléments de la j-ième ligne. L’échange de la j-ième 
ligne et de la i-ième ligne ne modifie pas cette somme. Maïs on peut 
désormais la considérer comme le développement du nouveau déter- 
minant suivant les éléments de la j-ième ligne. Or, ce développement 
est nul, car le déterminant a deux lignes identiques, la i-ième et Ja 
j-ième. 
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PRoPRI£TE h) Soient donnés deux déterminants À, et À, d'ordre n 
dont toutes les lignes (resp. colonnes) sont identiques à l'exception d'une, 
la i-ième pour fixer les idées. La somme de ces déterminants est égale à 
un déterminant d'ordre n dont toutes les lignes sont identiques à celles 
de A, et de À, à l'exception de la i-ième ligne (resp. colonne) qui est 
formée de la somme des éléments respectifs des i-ièmes lignes (resp. colon- 
nes) des déterminants À, et À,. Ainsi 


Agy ai, n-1 in 


An! se dn, n—1 Où 
Œn1 es An, ni (ann + Dan) 


En effet, un développement de ces déterminants suivant les 
éléments de la n-ième colonne donne 


n n ñn 
À; + A2 —— 2 Zn An + À brnArn — D} (Grn + byn) An = À. 


PROPRIÊTE i) Un déterminant ne change pas de valeur si aux élé- 
ments d'une ligne (resp. colonne) on ajoute les éléments respectifs d'une 
autre ligne (resp. colonne) multipliés par un nombre k. Par exemple 


Guy +. Ci, n-1 in + KG: 


Œyy --. it, n-1 ii 


ni --- En, n-1 ni 


= [au |+k-0—=]|aul, 


en vertu des propriétés h), c), e). 
L'utilisation adéquate de la propriété i) ramène le calcul d’un 
déterminant à celui d’un autre d’ordre moindre. 
EXEMPLE. 3. 
1 4 5 141 4 5 1 4 5) 
2 3 1|[—=10 —5 —9|—I0 —5 —9|— 
8 1 1 8 À 1 0 —31 —39 


_5 
"| 31 [xl= 5 [5 ce 
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EXEMPLE 4. 
2 1 1 0 1 0 
1 3 2l=|-5 81-1777, E- [17 
4 4 6 —7 4 2 = 
ExEMPLE 5. Le déterminant 
Â a a ... a 
A lie & 2 


da,  ::: a 
s'appelle déterminant de Vandermonde }). 
Ce déterminant est nul si deux nombres quelconques a; et a 
sont égaux. Si les a; sont tous distincts, alors 
= (an — @) (an-1 — &) - + (@r — &) X 
X (Gn — Gz) (an-1 — G2) + - + (as — 2) X 
Se à Se 7 ne (12) 
X (an — Gn-2) (An-1 — 4n-2) X 
X (aa en An -1)- 
Prouvons cette formule par récurrence. Pour z = 2 on a 


1 a, 
4 de — ls — Qi. 

Supposons que cette formule est vraie pour z = À — À et montrons 
qu’elle l’est pour rz = k. Utilisons les propriétés i) et c). Multiplions 
la (4 — 1)-ième colonne de A, par a, et retranchons-la de la k-ième, 
multiplions la (4 — 2)-ième colonne par a, et retranchons-la de la 
(4 — 1)-ième et ainsi de suite; on obtient 


A; = 


1 0 0 0 
A, = 1 a2— a; az(a2—a;) ... ai” (az — a) | 
1 a; —a, a; (a; — ai) ak * (ax — a) 
1 a as" 
= (an—a)(an sc)... (@—a)|1 6 + 7 
1 a, ax” 


1) Alexandre Théophile Vandermonde, mathématicien français Paris) 
1735, id. 1796). | 
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Le dernier déterminant est un déterminant de Vandermonde d'ordre 
k — 1 engendré par les nombres a., . . ., a. Donc, on a par hypothèse 
An = (an — &) (an — &) + ee (ae — &) X 

X (x — Gs) (Gn-1 — Go) + - + (Gs — 2) X 
X (ax — Gn-2) (Gn-y — an-2) X 
X (ax — ax-1), 
c.q.f.d. 
PROPRIETE j) Soient 
A= lôRrl A2 = | ani l. 


Le produit de deux déterminants | b:1 | et | ax: | d'ordre n est un dé- 
terminant d'ordre n: 


DE 


A=| ba sil « 


T 


1 


Donc, l'élément v:, de À est égal au produit de la k-ième ligne 
du déterminant À, par la l-ième colonne du déterminant À,, ou plus 
exactement à la somme des produits des éléments de la k-ième ligne 
de À, par ceux de la /-ième colonne de A.. 

Puisque dans les déterminants A, et A, on peut échanger les 
lignes et les colonnes, il est évident que les éléments y;, de À sont 
égaux soit au produit de la k-ième ligne de À, par la l-ième ligne 
de A;, soit au produit de la 4-ième colonne de À, par la l-ième colonne 
de À, soit enfin au produit de la k-ième colonne de A, par la l-ième 
ligne de A. 


DEMONSTRATION. Vérifions cette propriété sur l’exemple des dé. 
terminants d'ordre deux: 


À: = bs, biz 
ou bo: De 


Œyy dy Vu Vaiz 


Vo1 V2 


dy, An 


Vas Data + Oyodoss  Vi2 = Oyi@s2 + Dixaoo, 
Vas = Oardus + Oaodoss  V22 — 21@i2 + drone. 
D'après les propriétés h), c), e) 
bistss DysG se + bia | Dixt2s ViaGs2 + Dipao2 . 
bits D2s@so + Drodre byl2s bats + broan| 
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… Dis Di Dis O2 
— 1142 bay bas UTEUTSS boy Da 
biz Vs: biz Dia 
I = 
+ izdos bo ba + anses bo Dao 
biz O4: 
= Gy1442° 0 + Gys@z2À 1 + Ayo Dhs + G21022° 0 = 


= Q31422À 4 — air = Ai (@i1022 — Gyodas) = Aie 


Dans le cas d’un déterminant d'ordre nr on peut écrire 


ñn n ñn 
> ais10s1i > ais0s,2 “HAN > aisdsn 
1 s1=i 
ñn 


1 s1=1 
n n 
Le 
À = >) Gosn sai 2) Aos20 302 ne > Go s00 son 
— | se= som 1 sg=mi 


ns, S3n7n 
Sn=1 de sa an °n 
b,, b,,2 ' sin 
ñn ñn ñn 
b b 5 0 
= s21 ‘s22 sen | _ 
= > > ee >, is] 0282 °°° Ans, : = 
ss=i Se=i Sn=1 ee. + ee + ee ee ee ee ee 
bs 1 be 2 : bon 
— Ÿ Bisy 2250 .….e Ans, (1 À, — A3A1° 


pæ 
S=(51, 82%... Sn 


Pour calculer les éléments de A on peut prendre n'importe quel indice de soma 
n 
mation s | Yx/= D 0) , mais pour la commodité on se servira de l'indice # 


mi 
pour la première ligne de À, de l'indice s, pour la deuxième ligne, etc. La deu- 


xième égalité est réalisée en vertu des propriétés h) et c); la somme multiple 
n n n 
>| -.. ÿ] est étendue à toutes les permutations (51, Ss, - . ., Sn); 


sai semi Sn=1 

où 1< 5 Sn. Cependant, si dans un système quelconque (s, s:, ..., s,) 
deux composantes s, et sy sont égales (s; — sj, t-& j), alors le déterminant 
| b,,: 1 = 0. Donc, dans la somme multiple on ne peut conserver que les termes 
correspondant aux permutations distinctes (s1, ..., s,) des entiers naturels 
(1, ..., n). Ceci étant, il est évident que : 


Lol = (14. 
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$ 3. Matrices 


Un tableau de nombres (réels ou complexes) «;, de la forme 


Œyy ee. in 
= DAS CR == 9 (1) 


mi +++ mn 


Ami .….e mn 


s'appelle matrice à m lignes et nr colonnes. Les nombres «;, sont les 
éléments de la matrice. La matrice considérée est rectangulaire. Pour 
m = n c'est une matrice carrée d'ordre n. 

Une matrice B = || B;; || à m lignes et n colonnes est par défi- 
nition égale à la matrice À si et seulement si les éléments correspon- 
dants de ces matrices sont égaux (&;, = f;,). On écrit alors À = B. 
La matrice || &;; || n’est pas un nombre, c’est un tableau. Cependant 
pour une matrice carrée on peut considérer le nombre |@;; | ou 
déterminant engendré par cette matrice. 

Soit 4 (<m, nr) un entier naturel. Supprimons k colonnes et 
lignes quelconques du tableau (1). Les éléments &;, situés à l’inter- 
section des colonnes et des lignes supprimées forment une matrice 
carrée qui engendre un déterminant d'ordre k. Ce déterminant 
s'appelle déterminant d'ordre k engendré par la matrice À. 

On appelle rang d’une matrice À le plus grand entier naturel # 
pour lequel il existe un déterminant non nul d'ordre k engendré par 
la matrice À (cf. remarque 2, $ 4). 

On appelle transposée de la matrice À la matrice A* 


, (2) 


Qin CRC] mn 


obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de À. 

Les matrices de même dimension, c’est-à-dire composées d’un 
même nombre de lignes et de colonnes peuvent être additionnées. 
On appelle somme de deux telles matrices À = || &;, [let B = || B:; I 
la matrice C = || y: || dont les éléments sont égaux à la somme des 
éléments correspondants de À et B:y;; = @ij + Bi,. Ce fait se note: 


A+B=cC. 
Il est aisé de voir que 
A+B=B+AÀ, 
(4A+B+C=A+(B+ OC). 


On appelle produit d'un nombre À par une matrice À (ou produit 
d’une matrice À par un nombre À) la matrice dont les éléments sont 
égaux au produit des éléments correspondants de la matrice À par À. 
Donc, ÀA = AA. 
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ExEMPLE. Soient 


ht + 
(3: | B=(,,; | 


Trouver la matrice A4 + uB. 
Par définition de la somme des matrices et du produit d’une 
matrice par un nombre, on a 


di: ge L Gr") 
T2 sa 4/° FT \au nu u)’ 


AQU O0  21+u 
A+ aB= (28 8h +p re) 


$ 4. Système d'équations linéaires. 
Théorie de Kronecker-Capelli 


On appellera vecteur de dimension n un système quelconque de n 
nombres (x,, . .., x,) et on le désignera par la lettre (grasse) x: 
TX — (Z, 7 Tn)- 


Les nombres x; (j = 1,..., nr) s'appellent composantes du vecteur x. 
Le vecteur 
0 = (0, ..., 0) 


est le vecteur nul. 
Soit un système de nr équations linéaires à nr inconnues 


Gala + ee HF Ginln = Yi 
à “és ‘+ à “à ee + 5 ‘s à ‘ 5: (1) 
Anti + -- FannTn = Yne 


Les nombres a,, appelés coefficients du système (1) sont donnés. 
On dira encore que le système (1) est défini par la matrice 


(2) 


A=||au || = 


de ses coefficients. 
On s'’intéressera à la solubilité du système (1) pour tout vecteur 
| | Y = (Yy, + - +» Yn). 
On dit qu’un vecteur 
æ = (x, se 2h) 
est solution du système d'équations (1) si les nombres z; vérifient ces 
équations. 


1) L. Kronccker (1822-1891), mathématicien allemand, A. Capelli (1855- 
14910), mathématicien italien. 
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TasoreME 1. Si le déterminant du système (1) est différent de'zéro: 


A=laulÆ0d 
alors le système (1) admet une solution unique pour tout vecteur y. 
Cette solution est donnée par la formule de Cramer ?) 
zy = MA G=1,...,n), (3) 
où A est Le déterminant obtenu à partir de À en remplaçant les éléments 
de la j-ième colonne respectivement par y;, - .., Yan: 


[us se. Giga Va Gi jges ee din 
N=l ee . (4) 
Œni En, Jj-1 Un En, jri Ann 
Donc 
; ñn 
TN. >. A,jÿs (Gj=1, ...N)s (3°) 


s=1{ 
où À,, est le cofacteur de l'élément a,; dans le déterminant A. 


D£eMonsTRATION. Pour trouver le nombre inconnu zx,, multiplions 
la première équation du système (1) par le cofacteur 4,,, la deuxième 
par A, . - ., la n-ième par 4, et additionnons toutes les équations 
du système. Comme 


ñn n 
2 GniTiAps = Ti à Gh1An4 = TiÀ 


et que 


n 
où arr = Ty D ap jAny = Zye0 —0 (j#Æ 1), 


on obtient zx, A = A!, où 


Un na --+ nn 

Donc, x, = A!/A, puisque par hypothèse A = 0. 

Dans le cas général, pour j quelconque, multiplions la première 
équation du système (1) par 4,,, la deuxième par 425, . . ., la n-ième 
par 4,;. En additionnant ces équations on obtient en vertu des 
propriétés f) et g) l'égalité 


n n 
TJ > axsAry = à YrA jr 
ie. 
zyA = A, 
1) G. Cramer (1704-1752), mathématicien suisse. 
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ou 


ah: ee Gn, J—1 Un An, Jri . ce Ann 


D'où l'égalité (3), puisque A = 0. 
On appelle homogène un système d'équations de la forme 


( Gutit... +aintn —0, 


és ce je le 65 0 + re es (5) 
4 Anti + .. + AnnTn — 0. 
Ce système est un cas particulier du système (1) pour y, = ... 
... = Yn = 0. Il est évident que le vecteur nul 

= 0; ;::: 4 =0 
est os du A boésaihéé (5). Le système homogène (5) 
peut très bien être vérifié par un vecteur non nul z = (z,, ...,z,), 


c'est-à-dire par un vecteur dont l’une au moins des composantes 
zx, 5 0. Cette solution s'appelle soiution non triviale du système 
homogène (5) et le vecteur nul, solution triviale du système homogène (5). 


Ta£orsME 2. Si le déterminant À du système homogène (5) est 
différent de zéro, ce système n’admet que la solution triviale pour solution. 
En effet, d’après la propriété d), tous les déterminants e = 0 
(voir (4)), donc d’ après les égalités (3), on az; = 0(j=1,...,n). 


TæeoremMEe 3. Si le système d'équations (5) admet une solution non 
triviale, son déterminant est nécessairement nul. 

En effet, si À = 0, le système (5) n'’admettrait que la solution 
triviale en vertu du théorème 2. 

En étudiant plus haut le système d'équations linéaires (1) dans 
le cas où À = 0, on a montré (théorème 4) que ce système admettait 
pour tout second membre y = (y,, . .., y,) une solution unique 
donnée par la formule (3). 

Etudions maintenant le système (1) dans le cas où À = 0. On 
admettra que l’un au moins des éléments de la matrice À (voir (2)) 
n’est pas nul et on désignera par k le rang de À (4 = rang À). Donc 
1<k< n. 

On se propose de prouver les règles suivantes (explicitement for- 
mulées et démontrées par Kronecker et Capelli). 

Pour résoudre le système (1) dont la matrice À est de rang k, 
on doit connaître le rang de la matrice élargie 


Œiy ee in Y: 


An: es nn Un 
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déduite de À par adjonction de la colonne 


UE ÿ1 
Y2 [T1 Y2 
Un Un 


1) Si rang B © rang À = k, le système (1) n’admet pas de solu- 
tion. Ce système est impossible,' c'est-à-dire qu’il n’existe pas de 
vecteur æ = (x,, ..., z,) vérifiant simultanément toutes les équa- 
tions (4). 

2) Si rang À = rang B = k, le système (1) admet des solutions. 
Pour les trouver, nous devons choisir dans le système (1) À équations 
dont les coefficients forment une matrice de rang 4, et résoudre ces k 
équations. Ce système admettra une infinité de solutions représen- 
tables par des formules. 

Ceci étant, toute solution du système de k équations est automa- 
tiquement solution du système de z7 — k équations restantes. 

Les propositions 1) et 2) épuisent toutes les situations, car rang B 
ne peut être inférieur à x. 

En effet, la matrice À engendre par hypothèse un déterminant 
non nul d'ordre # qui est aussi engendré par la matrice B. 

ExEMPLE 4. Le système 


z+y=1, 
hr 
a pour déterminant 
141 1 
A 4 —4 = —2#0(. 


Il admet donc une solution unique donnée par les formules 


z= AA, y=A)à, 


où 
m=| x = —3 a=|, [1 
; 2 —1 d 14 2 - 
i.e. 
— 3 3 1 1 
LS Gr = — 3. 
ExemPre 2. Le système 
_z+y=dÀ, 
EE @) 
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a un déterminant nul. La matrice 


14 1 
| 
est de rang 1. La matrice 


: 4 1 1 
— 11 1 2 


est de rang 2. Comme rang B >> rang À, le système (6) ne possède 
pas de solution. Ce qui d’ailleurs était manifeste, étant donné qu’un 
même nombre ne peut être simultanément égal à 1 et à 2. 


EXEMPLE 3. Le système 


ÀÂ= 


2x + 2y = 2, 
a un déterminant A = 0. La matrice 
À 2 ;| 
7” |3 3 
est de rang 1. La matrice 
. 2 2 2 
- |3 3 3 


est aussi de rang 1. Comme rang À = rang B = 1, on prend une 
équation 


2x + 2y = 2. (8) 


Le coefficient en y étant différent de zéro, cette équation est soluble 
par rapport à y: 


y = 5 =1— 7. (9) 


La formule (9) donne toutes les solutions de l’équation (8). On peut 
assigner à x une valeur quelconque (— << z << ) et calculer la 
valeur correspondante de y d’après la formule (9). On obtient ainsi 
un vecteur (x, y) vérifiant l’équation (8). L'ensemble de tous les 
vecteurs (x, 1 — zx), où x € ]—o, co, constitue l’ensemble de toutes 
les solutions de l'équation (8). Ces solutions vérifient automatique- 
ment la deuxième équation du système (7), puisque rang À = rang B. 
Ce résultat était évident sans la théorie des rangs. Les coefficients 
des équations du système (7) et les seconds membres étant respective- 
Les proportionnels, toute solution d’une équation est solution de 
"autre. | 
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EXEMPLE 4. Le système 
z+y+ 5=i, 
2z+y+2z—1, 
r+y+3z=2 
a pour déterminant 


1 1 1 
A=12 1 21-240 
1 1 3 
Il admet donc une solution unique donnée par les formules 
| 1 1 1 . 1 1 1 
z= = 1 2-5, yet 1 2|=1, 
2 1 3 1 2 3 


EXEMPLE 9. Le système 


tz+y+ z:=1, 
fera 
.T+y+3z=2 
a pour déterminant 
1 1 
A=1|1 1 2|—0. 
1 s) 
La matrice 
1 1 1 
A=|1 12 
1 1 3 


est de rang 2, puisque À = 0, mais il existe un déterminant non nul 
d'ordre deux engendré par À. Par exemple 


La matrice 


25—0622 
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est de rang 3, puisque le déterminant qu’elle engendre 


1 1 1 
1 2 1|=1-0. 
1 3 2 


Comme rang B > rang À, le système ne possède pas de solution. 


ExemPze 6. Le système 
z+ y+ z=1, 
z+ y+2:=i, (10) 
2x + 2y + 47 — 2 
a pour déterminant 


1 1 1 
A=|1 1 2|—=0. 
2 2 4 
On s'assure sans peine que les matrices 
1 1 1 4 1 1 1 
A=|1 1 2, B=|1 1 251 
2 2 4 2 24 2 


sont de même rang 2. Choisissons dans le système (10)[deux équa- 
tions telles que la matrice 4” formée avec leurs coefficients soit de 
rang 2. On peut prendre ici les deux premières équations ou la;pre- 
mière et la troisième. On est donc conduit à étudier le'système 


TTy+ 2= 1, 

z+y+2z= 1. 
Portons dans les seconds membres de ces équations l’une des variables 
de telle sorte que les coefficients en les autres inconnues forment une 


matrice À” de rang 2. Ici on peut porter x ou y. Le système non 
homogène 


(11) 


z+z=1—7y, 

z+2z=1—7y (12) 
a pour déterminant 

, lt 

et [iso 
Il admet donc une solution unique quel que soit le second membre : 

a [1—y 1 4 [1 1—7y 
T=<7 1_y 2 =1— y, 2= 7 |4 y = (. 
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Donc, le triplet de nombres (1 — y, y, 0), où y € ]J—oo, co, fournit 
toutes les solutions du système (12) et automatiquement les solu- 
tions de la troisième équation du système (10) (on obtient cette 
équation en multipliant la deuxième par 2). 


THe£oRëME 4. Si le système (1) est compatible, c'est-à-dire s’il admet 
au moins une solution x, alors on a nécessairement rang B = rang .1. 

La proposition 4) (cf. page 383) résulte immédiatement du théorè- 
me 4, car si rang B > rang À, la condition nécessaire de compatibi- 
lité du système (1) n’est pas réalisée. 


DEMONSTRATION DU THÉORÈME 4. Supposons que le système (1) admet une 
solution et que rang À = k. I] nous faut prouver que rang B = k. Comme 
rang À = k par hypothèse, il existe un déterminant non nul d'ordre k engendré 
par la matrice À, donc par la matrice B. D'où rang B > k. Reste à montrer 
que tout déterminant d'ordre 4 + 1 engendré par la matrice B est nul. Si un 
tel déterminant était composé uniquement des éléments a;;, il serait forcément 
aul, car engendré aussi par la matrice À qui est de rang k par hypothèse. Il faut 
donc prouver que tout déterminant d'ordre 4 + 1 engendré par la matrice B 
et dont une colonne est composée des nombres y; est nul. Sans nuire à la géné- 
ralité on peut admettre que c'est le déterminant 


GR, ve Ghs+1,R Yha1 


Tout cas peut être ramené à celui-ci en renumérotant düment les équations et 
les inconnues z;. Le système (1) est compatible par hypothèse, c’est-à-dire qu'il 
existe un vecteur æ = (z1, ..., r,) vérifiant les équations de ce système. 
Donc x vérifie en particulier les k + 1 premières équations du'système renu- 
méroté. Par suite, 


De à CE et UNE a Pet 0 a (13) 
GhpiTi tee FGhe1, RTR + Âk41 = 0 
où 
À: =G1,hk#12Zh41 +... +aintn — Y1» 
PR a nn IV Sec. (14) 
Âhe1 = her. Re1The1 Fee HF Gkharntn — Yhee 
Composons le système 
Gin He. Han +HAizhes =0, 
A (45) 
GRy1.121 Tec Take, RZR HA he13h 41 = 0e 


En vertu de (13) et de (14) ce système est vérifié par les nombres z1, . .., xp. 1 
dont l’un au moins est non nul. Donc, le déterminant du‘système homogène 
(15) est nul (cf. théorème 3), c’est-à-dire que 


Gui co. ik Gr, heiZhe1 +. HFaintn — Y1 


Œhyys 1 ce hé. k ŒRh+1. ke: The + ... + Ghas. n£n—Yke+: 
259 
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7 CET : dik CET di; dk V1 
= Te ee. +. ee ee ee ee ee ee ee CC == 
s=h+1 Akhy1,1 + Ch+1,hk Gh+1.s Œh+t.y + ChRe1.h Wh+] 
1 .. aik V1 
TE (16) 
Ah41,1 -+ Ch+1.kR  Vh+: 


puisque les déterminants (d'ordre k + 1!) figurant dans la somme >: sont 


8 
nuls (car la matrice À est de rang k). 


On a donc démontré que tout déterminant d'ordre 4 + 1 engendré par 
la matrice B est nul. 

Prouvons maintenant la proposition 2) (voir page 383). Le rang de la matri- 
ce À étant égal à k, le système (1) renferme k équations dont la matrice des 
coefficients engendre un déterminant non nul d'ordre k. En réindiciant les 
équations et les inconnues on peut faire en sorte que les À premières équations 
du système (1) 


Ra Green usure (1) 


{ dut tr... F@inIn = Yi. 
Ah171 Fr... + GRnIn = Ur 


aient un déterminant 


11 dk 
O = L 1 e e 0 
&kh1 CRC aRkR 


Mettons le système (1’) sous la forme: 
Guati tee HGihTR = Yi — O1, hiTher — ee — GinTns 
RE D dau a à mas ete ce (17) 
GhiTi +... FARRTR = YR— OR, hy1Tha1 — . —GhnIn. 
Comme le déterminant © 0, à tout système de nombres rp41, . .., x, est 


associé un système unique de nombres 1, . .., r, qui. de toute évidence, peut 
être mis sous la forme: 


( ol 1 6 
| LS gg > (Ys—@s, h+1Th4+1 — +. — Gsntn) si. 
s= 1 
| S Sid 2 D D de Le. je de Dia ES 0 (18) 
kR 


| o 1 
RTS > (Ys— As, heiThsy — +: —GanTn) Ask. 
s—= { 

où À,; sont les cofacteurs des éléments a,; du déterminant o. Donc, toutes les 
solutions du système (17) sont données par la formule (18). On peut donner des 
valeurs quelconques à z2»41, . .., z,, quant aux x, ..., r, on les calcule 
avec les formules (18). On voit donc que le système (17) admet une jnfinité 
de solutions. 

On se propose de prouver que si rang À = rang B = k, toute solution z 
des k premières équations du système (1) est automatiquement solution des 
autres équations de ce système. Pour fixer les idées on démontre qu'elle est 
solution de la (k + 1)-ième équation. On considère les (k + 1) premières équa- 
tions du système (1) mises sous.la forme (13) et on démontre que toute solution x 
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des k premières équations (13) est automatiquement solution de la (4 + t)-ième 
équation (13). Soit z un vecteur vérifiant les k premières équations (13). Compo- 
sons les équations (15) par rapport aux inconnues :,, . .., 241, Où les nombres 
As - +. ÀAp+1 sont exprimés en fonction des composantes z;+1, - -., z, de x 
par les formules (14). Le déterminant du système (15) est nul. Ceci ressort des 
égalités (16) qu'il faut remonter. Le déterminant de droite est nul par hypothèse. 


Donc, le système (15) admet une solution non triviale z, 2, . .., 241. Le 
nombre :,41 0. En effet, si z,, ..., 2x, O était solution du système (15), 
les nombres :,, ..., 2 devraient être nuls, puisque 5 0. Donc, le système 
Zi + + +1 Serait trivial. Le système (15) étant homogène, il est vérifie 
non seulement par les nombres :,, ..., 2,41, mais aussi par 
’ 
2 = Sion so Ch Net d: 
Par conséquent, les nombres :/, ..., :x vérifient le système des 4 premières 


équations (13) dont le déterminant © - 0. Or, nous savons que ce système admet 
une solution unique 21, ..., x. Donc, 


P.— Pe 
24 — Lis ._. 3 2R — TR. 


Si l’on se reporte à la dernière équation de (15), on constate qu’elle est satisfaite 
par les nombres (r,, .-. ., x,, 1), c'est-à-dire que les nombres (x,, ..., x.) 
vérifient la (4 + 1)-ième équativn du système (13), et en vertu de (14) le vec- 
teur Z = (x, + - ., Tps Th+1s + - + Zn) est solution de la (4 + 1)-ième équa- 
tion du système (1). Ceci prouve la proposition 2). 


REMARQUE 4. Pour résoudre les systèmes d'équations linéaires 
on peut se servir de la méthode d'élimination des inconnues ou méthode 
de Gauss !). Soit donné le système 


Nate d”) 


Si l’on multiplie une équation de ce système par une constante et 
qu'on l’ajoute à une autre équation, on obtient un nouveau système 
équivalent au premier. La matrice B” du nouveau système se déduit 
de la matrice B (B = B°) par addition à une ligne d’une autre ligne 
multipliée par une constante. 

En pratique, au lieu d’écrire le nouveau système d'équations, on 
se contente simplement de sa matrice B”. En effectuant les opérations 
indiquées sur les équations du système, ou ce qui revient au même, 
sur la matrice B, on peut soit obtenir la solution du système (1”), 
soit arriver à un système impossible. Comme ce dernier est équiva- 
lent au système (1”), ceci prouve que le système (1”) est impossible. 

On cite plus bas des exemples d'application de cette méthode. 

L'epération B —- B” signifie que B” se déduit de B soit a) par 
multiplication d’une ligne de B par une constante non nulle, soit 
b) par addition à une ligne d’une ligne multipliée par une constante 
non nulle, soit c) par l’application d’un nombre fini d'opérations a) 
et b), soit d) par permutation des lignes. 


1) C. F. Gauss (1777-1855), mathématicien allemand. 
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ExEmPLE 7. Résoudre le système 
LZi+ 222 -+ 3x3 + 47, = 5, 
To + 2T3+ 3x, = 1, 
Tr; + 313 + 47, — 2, 
Ti To+ozs +67, = 1. 
On aurait pu certes d’après le théorème 1 calculer les cinq déter- 
minants d'ordre 4 et trouver zx,, x, z:, x. Mais cela aurait demandé 


beaucoup de calculs identiques. 
Formons la matrice B: 


O1 © ND © 
à © À 


où la dernière colonne est constituée des termes constants. Multi- 
plions la première ligne par (—1) et ajoutons-la à la troisième et à 
la quatrième. On obtient la matrice 

1 234 5 

0 1 23 1 

0 —2 0 0 —3 

0 —1 2 2 —4 

Dans la matrice B, les éléments de la troisième ligne, qui sont les 
coefficients en les inconnues, sont tous nuls sauf un. Echangeons 


cette ligne avec la deuxième. L'élément non nul se retrouve alors sur 
la diagonale principale: 


Bi= 


1 234 5 
. fo —2 0 0 —3 
B=lo 4123 1 


0 —1 2 2 —4 
Multiplions la deuxième ligne par (—1) pour simplifier davantage 
l'écriture : 


0 —1 2 2 —4 


103 4 2\ 
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103 4 2 10324 2 
_fo2zo 0 3 819200 3 |, 
loo2 3121 "10 0 2 3 —1/2 s— 

0 O0 O —1—2 0 001 2 
1 0 3 0 —6 1 0 O0 O 15/4 
_[ozoo 3 |, CRT 3 
—|o o 2 0 —13/2 8 0 O0 2 O —13/2 |: 
0001 2 0001 2 
d'où z, = 2, zs = —13/4, x, = 3/2, x, = 15/4. Pour éviter toute 


erreur il est recommandé de procéder à une vérification en portant 
les valeurs trouvées dans le système initial. 
Appliquons cette méthode à l'exemple 5: 


TikTo+ Ts =, 
Carrie 
Ti+ To + ts = 2, 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
»-[ 1 2 Jen (0 0 1 2, (0 0 1 o). 
1 1 3/2 0 021 0001 


Donc, le système initial est équivalent au système suivant: 


Zi+ Zat Zzs=i, 
Oz, + 0-72 + Z3=0, 
O-xz,+0:7, +0-z73 = 1: 
Dans la dernière ligne, le terme constant est égal à un, alors que les 
coefficients en les inconnues sont nuls, donc ce système est impos- 
sible. 
Dans l'exemple 6 enfin 


1111 1111 
»-| 1 2 )s-(0 0 1 2, - 


2 242 0 0 2 0 
1 1 1 1 
1 1 1 1 1 10 1 
pose) 0 O0 1 O0 0 01 0 


D'où zs = 0, x, + x, = 1, c’est-à-dire que le système admet une 
infinité de solutions: 2, = z,, za = 1 — 2, z3 = 0, où x, est 
un nombre quelconque (—c << x, << co). 
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REMARQUE 2. Si l’on ne s’intéresse qu'au rang de la matrice B, 
on peut étendre les opérations B = B” non seulement aux lignes 
mais aussi aux colonnes. Ceci étant, si au cours de ces transforma- 
tions on se trouve en présence d’une ligne ou d’une colonne constituée 
uniquement de zéros, on peut la supprimer de la matrice, autrement 
dit on peut passer à une matrice d'ordre moindre. 

Tllustrons ceci sur les exemples suivants. 


ExEmMPLE 8. Trouver le rang de la matrice 


© = © © 


5) 7 
0 1 
1 1 
0 5) 


OO D => D 
OO D = 
D NN = © 


1 
0 
1 
0 


Il est clair que rang B < 4. Ici a, = 10. Multiplions la 
première ligne par (—1) et ajoutons-la à la troisième ligne. On 
obtient 


B, = 


En multipliant maintenant la première colonne par les nombres 
correspondants et en l’ajoutant aux autres colonnes, on obtient la 
matrice 


0 
(0 
B;, = eh 
0 


La deuxième colonne est composée de zéros à l’exception de a: = 1. 
En multipliant cette colonne par (—1) et en l’ajoutant à la 4-ième, 
6-ième et 7-ième colonne, on obtient 


4 0 0 0 0 0 0 
04 0 0 0 0 0 

SO Re Lun 
00 0 0 0 4 5 
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10 00000 { 0 000 
01 00000 01 000 
=lo0o-200001%=|l0 0 -2 0 ol” 
00 00045 0 0 045 

1 0 000 10 00 
01 000 0 1 00 
-( 02:20 0 1 77 V0 0 22 0 
0 0 04 0 0 0 04 


Le déterminant d'ordre quatre de la matrice B;, n'est pas nul, 
donc 


rang B = rang B;, = 4. 


ExEMPLE 9. Trouver le rang de la matrice 


1211 1 2 1 1 
o-(0 1 1 Jen 1 1 }-s, 
1 10 0 0-41 1 =1 

1 0 O0 0 1 O0 O0 O\ 
-(0 | { Ja 1 1 em 
O —1 —1 —1 0 0 0 0 
0 
0 


52 . + 
T\o111/ 750 1 


c'est-à-dire que rang B = 2. 


‘$ 5. Espace à trois dimensions. Vecteurs. 
Système de coordonnées cartésiennes !) 


Dans ce paragraphe on se propose d'étudier l'espace à trois 
dimensions. La notion de vecteur dans l’espace a été étudiée en 
géométrie élémentaire. 


On appelle vecteur libre (dans l’espace) un segment orienté AB 
d'origine À et d'extrémité B qui peut se déplacer parallèlement à 


— — 
lui-même. On admet donc que deux segments orientés AB et A,B, 
de même longueur (| AB | = | A,B, |) et de noue … définissent 


un même vecteur libre a, ce qu'on note a = Ab = AB, (fig. 111). 


1) Dans cet ouvrage on étudie d’abord le produit scalaire de vecteurs, 
ensuite la géométrie analytique de la droite et du plan et après, dans les $$ 11, 
12, 13, les notions de produit vectoriel et de produit mixte des vecteurs. On 
aurait pu traiter ces paragraphes immédiatement après le $ 6. 
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On appelle longueur | AB | (ou module ou intensité) d'un vecteur 
— 
AB le nombre (positif) égal à la longueur du segment AB. On 
— 


écrira aussi | AB | = | AB |. 
Les vecteurs portés par une même droite ou par des droites paral- 


A, 
Fig. 111 Fig. 112 


lèles sont dits colinéaires. 


Si les points À et B sont confondus, alors AB = ÀA = 0 est 
considéré comme un vecteur : le vecteur nul. Sa longueur est égale à 
zéro (| 0 | = 0) et son sens n’est pas défini. 

On appelle projection d'un point À sur une droite L (fig. 112) 


Fig. 113 


le point 4’ en lequel la droite L rencontre le plan perpendiculaire à Z 
passant par À. 


> 

Soient une droite orientée L (fig. 113) et un vecteur a = AB. 
— 

On appelle projection du vecteur a = AB sur la droite orientée L 


le vecteur 4’B”, où 4’ et B’ sont les projections respectives des points 
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— —> 

A et B sur L. Les projections A’B’ de vecteurs AB quelconques sur 
une droite orientée donnée ZL sont portées par L et orientées dans le 
même sens ou dans le sens contraire de L. Ceci permet d'exprimer la 
projection des vecteurs sur une droite orientée par des nombres. 
D'où la deuxième définition. 


— 
On appelle projection d'un vecteur a = AB sur une droite orientée L 


—}> 
le produit de la longueur du vecteur a — AB par le cosinus de l'angle © 
du vecteur a et de la direction de L: 


prra—=l|alcos(a, L)=l|alcose (0<E<x). (1) 
Le passage de la première définition à la deuxième s'opère comme 


— 
suit: pr, a est un nombre égal à la longueur | A’B” | prise avec le 


atb+c+td 
Fig. 114 Fig. 115 Fig. 116 


— 
signe + ou — selon que le vecteur 4’B” est de même sens ou de 
sens contraire à L. 
| En géométrie, on étudie la somme et la différence des vecteurs 
ainsi que leur produit par des nombres réels. Par définition, le 
produit ax = «a d’un vecteur a par un nombre & ou d’un nombre a 
par un vecteur a est un vecteur dont la longueur est égale à | «a | = 
= [a |-|a | et dont le sens est celui de a pour a > 0 et le sens 
contraire pour & << 0. Pour &« = 0 la longueur | &a | est nulle et le 
vecteur &a se transforme en un vecteur nul (un point) sans sens. 
Les figures 114 et 115 nous montrent comment on additionne 
deux et plusieurs vecteurs, la figure 116, comment on fait la diffé- 
rence de deux vecteurs. 
Les projections des vecteurs a, b sur une direction donnée L 
possèdent les propriétés suivantes : 


prra + pr b = prr (a + b), (2) 
prr (aa) = a prie. (3) 
La propriété (2) se démontre comme suit (voir fig. 117): 


— —> — 
Prz a + pr b = À’B° + B°C" = A'C" = pre = prz (a + b). 
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Comme a = (a — b) + b (voir fig. 116), il vient 

pr (a — b) + pr b = pra, 
et par suite 

prz a — prz b = pr (a — b). (2'} 
Prouvons (3). Si l’on désigne par © l’angle du vecteur a et de la direc- 
tion ZL, on obtient 
pour & >> 0: pr (aa) = | aa | cos © = «à | a | cos © = a pra; 
pour &œ << 0: prz (aa) = | aa | cos (x — &) — 

= —a |a |cos (n — ©) = à |a | cos © = « prra. 

En effet, pour « << 0 le vecteur «a est orienté dans le sens contraire 


Fig. 117 Fig. 118 


de a et si a fait un angle © avec L, alors &a fait un angle de x — & 
avec L. 

Pour & — 0 les deux membres de (3) sont nuls. 

Appelons produit scalaire de deux vecteurs a et b le nombre (a, b) 
égal au produit des longueurs de ces vecteurs par le cosinus de leur 
angle : 

ab = (a, b) = |a]||b]|cos (a, b) = |a]|]|b | cos ©. (4) 

Si l’on se sert de la deuxième définition de la projection d’un 
vecteur, on peut dire que le produit scalaire de deux vecteurs a et b 
est le produit de la longueur | b | par la projection du vecteur a sur la 


direction du vecteur b, ou de la longueur | a | par la projection de b 
sur la direction de a: 


ab = (a, b) = |a | pr; b = | b | pre a. 
Le produit scalaire est doué des propriétés suivantes: 


(a, b) —— (8, a), (5) 
(a, b + c) = (a, b) + (a, C), (6) 
(a, ab) — à (a, b). (7) 


L'égalité (5) résulte immédiatement de la définition du produit 
scalaire. 
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L'égalité (6) se prouve comme suit: 
@, b+c)=|alpra(b+c) = |alpre b + [a ]|prac — 
— (a, b) + (a, c). 
L'égalité (7) se démontre de la manière suivante: 
(a, ab) = |a | pr, (mb) = | a | « pr, b — à (a, b). 
De (6) et de (7) et compte tenu de (5) il vient 


(a + b, c) = (a, c) + (b, c). (6’) 
(œa, b) = a (a, b). (7”) 


Passons maintenant à la description analytique des vecteurs et 
des points de l’espace à l’aide des nombres. Introduisons un système 
de coordonnées rectangulaires (Or, Oy, Oz), c'est-à-dire trois direc- 
tions deux à deux orthogonales passant par un point O, appelées 
axes des coordonnées x, y, z (fig. 118). Le point O s'appelle origine des 
coordonnées. On admet que pour ce système de coordonnées on a fait 
choix d’un segment unité pour mesurer les autres segments. 


— 
Soit À un point quelconque de l’espace. Le segment orienté OA 
s'appelle rayon vecteur du point À. Le rayon vecteur de À définit à 


— 
son tour un vecteur libre a (a — OA). Désignons par x, y, z les 
projections de a respectivement sur les axes Ox, Oy, Oz. Ces pro- 
jections sont les coordonnées du point À : xest l’abscisse, y, l'ordonnée, 
z, la cote. 

Il existe une correspondance biunivoque entre les points À de 


— 

l’espace et leurs rayons vecteurs OA ou, ce qui revient au même. 

les triplets de nombres (x, y, z) qui désignent les coordonnées de À 
— 


ou les projections de OA sur les axes. Donc, aucune confusion n'est 
à craindre si l’on appelle le triplet de nombres (zx, y, z) point À 
admettant ces nombres pour coordonnées ou bien vecteur a possé- 
dant ces nombres pour projections. 

De la définition d’un vecteur libre il s'ensuit que deux vecteurs 
a = (x,.y,, Z) et b = (22, y:, z,) Sont égaux si et seulement si l’on 
a simultanément x, — Z:, Y] = Yo», Z1 = Z:- On a les égalités 


(z, y, z) + (x, UE z') = (x + LT, YEY, 2 + z'), (6) 
a (x, y, z) = (ax, ay, az). (9) 


L'égalité (8) résulte de ce que la projection de la somme ou de 
la différence de vecteurs (sur l’axe Ox ou Oy ou Oz) est égale à la 
somme ou à la différence des projections des divers termes. 

L'égalité (9) résulte, quant à elle, du fait que la projection du 
vecteur «a (sur l’axe Or ou Oy ou Oz) est égale au produit de & par la 
projection de a. 
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Désignons par à, j, k les vecteurs unités (de longueur 1) des axes 
Oz, Oy, Oz. Tout vecteur (x, y, z) peut être représenté sous la forme 


(x, y, 2) = zi + yj + zk. (10} 
En effet 


i= (1,0, 0), 7j = (0,1, 0), k = (0, 0, 1). 
Donc, en vertu de (8) et de (9), on a 
zi + yj + zk = zx (1, 0, 0) + y (0, 1, 0) + z (0, 0, 1) = 


= (x, 0, 0) + (0, y, 0) + (0, 0, z) = (x, y, 5). 
Signalons que 
ü—jj—=kk=1, ij=ik = jk = 0. 


Soient maintenant a = (x, y, z), b = (x’, y”, z'). Alors 


ab = (a, b) = 2x + yy' + zz. (11) 
: En effet, d’après (6), (7), (6’), (7’), on a 
* ab = (zi + yj + zk) (z'i + y'j + z'k) = 
<E = za + ay'ij + zik + yz'ji + 
Ô : À + yy'ji + yz'jk + 22'ki + zy'kj + zz'kk = 
= 2x + yy + zz/. 
Fig. 119 En particulier, en faisant b = a, on obtient 


. laf=a=s+yÿ+s 
ou 


al= VAE. 


Donc, la distance des points À = (x, y, z) et B = (x’, y’, z') est 
égale à (fig. 119): 


[4B|=1b—a|=+V("—2) ++ —2ÿ. 


Pour résumer ce qui vient d'être dit modifions légèrement la 
notation des coordonnées. Plus exactement, soit un système de 
coordonnées rectangulaires (Oz,, Ox;, Ozx3) dans l' espace. Tout point 
de l’espace se représente par le triplet de nombres 


T = (Ty, To, La). 


Ce point sera désigné par une lettre grasse et appelé aussi vecteur x 
de composantes Zy, Los Ta 

Nous avons montré que dans le langage des triplets (x,, z:, 23) 
la somme, la différence et le produit par un nombre des vecteurs 
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s’exprimaient de la manière suivante: 
(Zys To Ts) + (x, Las Ts) = 
FD ET, Lo Ein Ts ET), (12) 
Q (Ti Ta Ts) = (ars, ATx, GTS). 


Le produit scalaire des vecteurs x = (x,, za, xs) et æ” = (x,, x, x) 
s'exprime en fonction des coordonnées des vecteurs x et zx’ par la 
formule 


ax = (xt, x’) = 1x, + 2er, + Tate. (13) 
La longueur du vecteur æ = (zx;,, z,, x:) est le nombre positif 
Ic|=Vai+ai+s (14) 


Enfin la distance des points æ = (x,, ze, x3) et æ° = (x,, x, t:) 
est égale à 
= V (ir) + (as — 20) + (xs — 28°. (15) 

L'espace que nous venons d'étudier s’appelle espace à trois dimen- 
sions, car chacun de ses points se représente par un triplet de nombres 
réels. On le désignera par R:. 

I1 semble naturel de désigner un plan par R,. On peut rapporter 
R, à un système de coordonnées rectangulaires (Ox,, Oz.) dans lequel 
tout point de À, ou son rayon vecteur se représente par un couple de 
nombres (zx,, x.). La somme, la différence et le produit par un nombre 
des vecteurs de R,, le produit scalaire, la longueur d’un vecteur et 
enfin la distance de deux points sont donnés mutatis mutandis par 
(12), (43), (14) et (15) respectivement. 

Les espaces R, et R, se généralisent à un espace R,, où r est un 
entier naturel quelconque. 

L'espace R,, nr > 3, est une invention de l'esprit, une invention 
géniale du reste qui aide les mathématiciens à comprendre des phé- 
nomènes complexes. 

EXERCICES 

1. Trouver la longueur des vecteurs (1, 1, 1), (1, —1, 1), (1, 2, 3). 

2. Trouver l'angle des vecteurs (1, O0, 1), (1, 2, 2). 

3. Suit donné un cube unité (i.e. dont l’arête est de Oneue 1). Trouver 


l’angle: a) d’une diagonale principale et d'une diagonale d’une face; b) de 
deux diagonales de deux faces. 


$ 6. Espace euclidien à #7 dimensions. 
Produit scalaire 


L'ensemble de tous les systèmes (x,;, . .., z,) de nombres réels 
(resp. complexes) s'appelle espace réel (resp. complexe) à r dimensions 
et se note R,. On désignera chaque système par une seule lettre 
(grasse) sans indice : 

T = (TZis «+ Zn) 
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et on l’appellera point ou vecteur de R,. Les nombres z,, ..., 
s'appellent coordonnées du point (vecteur) zæ ou encore composantes 
du vecteur x. 

Deux points 


T= (ti, -«..,, 2), Z = (t, ::., 2) 
sont égaux si leurs coordonnées respectives sont égales 
Z2j = (—=1ÀÂ,.:..,n). 

Les systèmes (vecteurs) æ = (x, . .., Zn) et y — (Y1s - . +, Un) 
peuvent être additionnés, retranchés et multipliés par des nombres 
a, B, ... réels ou complexes selon que À, est un espace réel ou 
complexe 1). 

Par définition, on appelle somme des vecteurs x et y le vecteur 


T+y = (2 + Yi Te À Yos © +) En + Yn) (1) 
différence, le vecteur 
TZ —Yy = (2 — Ys 1 Tn — Yn)- (2) 


On appelle produit d'un nombre «à par un vecteur x ou d’un vecteur 
æ par un nombre « le vecteur 


ax = æxa = (ax;,, ..., Ath). 
On a de toute évidence 


1) +yg=y<+x, 

2) æ+y)+z=x+ (y + 2), 
3) —y—z+(—1)y, 

4) ar +ay =a(x + y), 

5) ax +fr = (a +P)z, 

6) «a (Bz) = (ah) x, 

1) 1x = x, 


» 


où «a, B sont des nombres et x, y € R,. 
Le nombre (positif) 


n 
[zx |= 2 [Ta [* == à ThTh (3) 


s'appelle longueur ou norme du vecteur x = (x,, ..., x,). 
La distance de deux points x = (x;,,...,zr,) et y = (y,, ...; y,) 
est donnée par la formule 


e-y=) À | Tr — Yn le (4) 


=i 


1) Les nombres complexes sont'expôsés au $ 3, chap. 5. 
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On appelle produit scalaire de deux vecteurs x = (x, . . ., z,) et 
y = (ÿ1, + + + Yn) le nombre 


(x, y) à Zjÿys (9) 


où y; est le conjugué complexe de y; !). 

Le produit scalaire possède les propriétés suivantes: 

a) (x, x) > 0. Ce produit est nul si et seulement si x = 0 = 
— (0, 0,...,0), 

b) (x, y) = (y, x), 

c) (ax + Py, z) = a (x, z) +6 (y, 2). 


En effet 
(x, D=Ù TT; = 2 21 >0, 
et l'égalité ne peut être pa que pour 4 =... = zn = 0. 


D'autre part 
nn n n 
(x, y) = (S Z;y;) = 2 Ty; = ÿ» YjTi = (y; x). 
J=1 mi Ji 


On s'est servi des propriétés de la conjugaison: z + z, = z + 2, et 
2%, = 2°. Enfin 


(ax + By, z)— È (ax, + By) 2, = 


= aÿ rpj+B 2 vale, 2)+B(y, 2). 


Dans la suite on se bornera à l’étude d’un espace réel à nr dimen- 
sions. Dans cet espace les vecteurs sont multipliés par des nombres 
réels. On omettra parfois le terme « réel ». Dans un espace réel on 
peut remplacer le symbole du module (des nombres) par des paren- 
thèses dans les formules (3) et (4): 


æt= ]y > zh (3°) Fr d DES (4) 


le produit scalaire devient 


(x, y) = 2 TU; (2°) 


car y; = y;, et (x, y) = (y, x), autrement dit, le produit scalaire est 
commutatif dans un espace réel. 


1) Un espace R, muni du produit scalaire est dit euclidien. 
26—0622 
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Les propriétés a), b), c) du produit scalaire entraînent l’impor- 
tante inégalité de Bouniakovski ?) 


(z, pISV G, x) V (y, y). (6) 
En effet, pour tout nombre réel À on a 
0 < (x + y, z + Ày) = 
= (2, z)+A(y, x) +A (x, y) + (y, y) = 
= (z, z) + 2(x, y) À + (y, y) À = a + 2bà + cÀ;, 
où a = (x, x), b = (x, y), c = (y, y). On voit que 
a + 2b4 + cÀ > 0 pour tout ÀE]—o, oo. 
Donc, le graphe de cette fonction est situé entièrement au-dessus de 
l'axe des À. Or, ceci ne peut avoir lieu que si le discriminant du 
polynôme est négatif, c'est-à-dire que b° — ac < 0, d'où b° < ac, 


et on obtient l’inégalité de Bouniakovski (6). 
Dans le langage des composantes des vecteurs x et y l'inégalité 


(6) s'écrit 
DETTES Vis VÈu (?) 


Donc, l'inégalité (7) est réalisée quels que soient les nombres réels 


Tj, U;- 
En vertu de (3) l'inégalité de Bouniakovski peut s’écrire 
[(æ, y)I<Iz ll ll: 
I] existe alors un nombre À € [—1, 1] unique tel que 
@ y)=ÀIzi|lyl. 


A noter que sur l'intervalle [0, x] la fonction cos t possède une fonc- 
tion inverse strictement décroissante définie sur [—1, 1]. Donc, pour 
chaque À € [—1, 1] il existe un angle unique © € [0, x] tel que 
À = cos &. Ainsi on a démontré l'égalité 


(æ, y)=1Iæz|lylcos ©. - (8) 


Le nombre &w s’appelle angle des vecteurs à n dimensions x et y, bien 
que pour r >> 3 les vecteurs x et y ne soient pas des segments mais 
des êtres mathématiques abstraits. 

Deux vecteurs x et y sont dits orthogonauz si leur produit scalaire 
est nul: 


(x, p)= Dr; 0. 


1) V. Bouniakovski (1804-1889), mathématicien russe. 


S 7] DIVISION D'UN SEGMENT DANS UN RAPPORT DONNE 403 


De (8) il résulte qu'une condition nécessaire et suffisante pour que 
deux vecteurs x et y non nuls soient orthogonaux est que leur angle 
© — r/2. 


Signalons l'importante inégalité de Minkowski ?) 


ITz+yI<Izl+ gl, (9) 
ou en composantes 


vÿ (y+yp< V D + LV DE (10) 
1 j=1 ÿ=1 


Cette inégalité s'établit comme suit 
IT+yF=@+yz-y)= (x x) +2(2, y) + Y, y). 
L’inégalité de Bouniakovski (6) donne 
Ir+ylP (x, z)+2V (x, x) V (y, y)+(y, y)= 


=(V (x, z)+V (y, y)}", 
d'où (9). De (9) il s'ensuit que 


| [Izi—IylI<Iz—-3yl, (11) 
puisque 
ITl=lz—-y+yi<lz—-yl+lyl, 
Iyl=ly—-z+zl<Iz—-yl+ilzl]. 


ExErcCICE. Trouver l’angle des vecteurs (1, 0, 1, O) et (1, 1, 1, 1). 


$ 7. Segment. Division d’un segment dans un rapport donné 


On se donne deux points arbitraires x, y € R, et on considère 
l'ensemble des points (vecteurs) 


z=r+uy Q,u>0, À+u—= 1). (1) 
On a 
z2=(—u) z+uy =x+u(y — x) 
(0<u< 1) (2) 
ou 


z=y+Ai(c—-y) (0<LÀ<1). (2°) Fig. 120 


La relation (2) montre que les points z de R, couvrent le segment 
reliant x à y. En effet, le rayon vecteur z est la somme du vecteur x 
et du vecteur u (y — x) colinéaire à y — x (fig. 120). Donc, l’en- 
semble des points (1) est un segment [x, y] de R;. Pouru = 0,z = x; 


1) H. Minkowski (1864-1909), rnathématicien balte. 
26* 
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pour À = Oonaz = y; zest un point quelconque de {x, y] pour tout 
A1>0(u=1—2> 0). 

On appelle segment [x, yl reliant des points x, y € R, l’ensemble 
de tous les points z de la forme (1). On a le 

TasorguE. Le point 

z=hz-+uy Q,u20, Àru=tf) 

partage le segment [x, y] de R, en segments dont les longueurs se trou- 
vent dans le rapport u:À 


DEMONSTRATION. De (2) il s'ensuit que z — x = u (y — x), donc 
la distance de points x et z est égale à 
[z—z|=npliy—-zl. (3) 
D'autre part, en vertu de (2°) on a z — y = À (x — y), donc la dis- 
tance des points z et y est 
Iz—yl=Âlz-yl. " (4) 
De (3) et (4) il s'ensuit 
[z—x|:|z—-y|=nu:Àù, 
c.q.f.d. 
ExERcIcE. Trouver sur le segment [x, y] de R, le point z qui 
partage ce segment dans le rapport p: q (p > 0, q > 0). 
SOLUTION. Soient 
RER Le PES. LEE 
Ê Pp+9 ? ET p+q 


Ces nombres sont positifs et de plus À + u = 1, p/À = p'q. Donc, 
en vertu du théorème ci-dessus le point cherché est 


GT + py e 

z=Àz tuy = =—— ÿ) 

We (9) 

Les coordonnées 2,, . .., z, de z s'expriment en fonction des coor- 

données z,. ..., 2, de x et y,...., y, de y par 

QT; + PYj : 2 

2, = — 1, 5, h) 5’ 

= ) 61) 

En particulier, le milieu du segment a à p = q = 1, d'où 


== 12. 

"En mécanique on démontre que le point z défini par (5) ou’(5°) 
est le centre de gravité d’un système de pointszxet y affectés respecti- 
vement de masses q et p. 

A noter que dans À, l’ensemble des points 


z = Àxz + uy, Ài+u= ti, 
où À et u sont de signe arbitraire, est une droite passant par x et y. 
Ceci ressort de la relation (2°). 
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Dans l’espace R, (n7 > 3) cet ensemble s'appelle aussi une droite. 


ExEMPLE. Trouver les coordonnées du centre de gravité d’un 
système de points matériels x* = (x, xl, x“) de masses respectives 
pr (& = 1,..., M). Appliquons la formule (5”) pour trouver le centre 
de gravité z! des points x! et x*, puis celui des points z!'et x° (affectés 
respectivement des masses p, + p, et p:), et ainsi de suite. On ob- 
tient en définitive 


M 
M-1 _ 1 R fi 4 9 
NT Pat... +PM à Pit UE) 


$ 8. La droite 


La notion de droite est une notion primaire en géométrie. Les 
axiomes de la géométrie nous disent que par deux points il passe 
une seule droite, et par un point d’une droite on ne peut mener qu’une 
perpendiculaire à cette droite. 

Soient dans le plan un système de coordonnées rectangulaires 


Fig. 121 


(Ox, Oy) et une droite ZL non parallèle à l’axe Oy (fig. 121). On rappelle 
que l'équation de la droite ZL est 


y = kx + l, (1) 


où À = tg «, « étant l’angle de la droite L et de l’axe Oz, ! l’ordon- 
née à l’origine de L (1 = OB). 

Dire que (1) est l'équation de la droite L revient à dire que ZL 
est le lieu géométrique des points dont les coordonnées (x, y) véri- 
fient (1). En effet, pour le point courant À de la droite ZL on a (voir 
fig. 121): BC = x, AC = y — let 


k=tga=#=t, (1°) 
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d'où (1). Inversement, la relation (1) est équivalente à (1°), laquelle 
exprime de toute évidence le fait que le point (x, y) est situé sur la 
droite Z. Sur la figure 121, l’angle « est aigu. Les raisonnements sont 
les mêmes pour un angle obtus. 

Soit l'équation 

Az + By+—C=0, (2) 

où À, B, C sont des nombres donnés et en outre À et B ne sont pas 
simultanément nuls. 

Si BÆ 0, l'équation (2) s'écrit 


4 C , 
Y= —TT—-—+ (2°) 
ou encore 
y = kx + I 
où À — —<+ sl = +. Les équations (2) et (2’) étant équiva- 


lentes (en effet, tout Sat (zx, y) vérifiant l’une vérifie l'autre), 
l'équation (2) pour B = 0 est l’équation d’une droite de pente —4/B 
y (ie. tg « = —A/B) et d’ordonnée à l'o- 
rigine L — —C/B. Pour B = O0, l'équation 

(2) devient 


Ax+C=0 (A = 0) 
ou encore 
z=a (a = —C/A). 


C'est l’équation d’une droite parallèle à 

0 a x l’axe Oy. C'est notamment le lieu géomé- 
trique des points (x, y) dont l’abscisse zx 

Fig. 122 est égale à une constante a. La figure 

122 représente une telle droite pour a > 0. 

En résumé donc, l'équation (2), où À, B, C sont des nombres 
donnés et de plus À et B ne sont pas simultanément nuls, est l’équa- 
tion d’une droite. Pour B -£ 0, cette droite n'est pas parallèle à 
l'axe Oy. Pour À = 0, elle est parallèle à l'axe Ox (y = —C/B). 
Pour B = 0 elle est parallèle à l’axe Oy. Signalons que l'équation 
de l’axe Ox est y = 0 et celle de l’axe Oy, x = 0. 

L'équation (2) est l'équation générale de la droite. Toute droite, 
indépendamment de sa position par rapport au système de coordon- 
nées, peut être représentée par une équation de la forme (2) pour des 
valeurs adéquates des constantes À, B, C. On rappelle que les nombres 
À et B ne sont pas simultanément nuls. Le nombre # de l'équation 
(4) s'appelle coefficient angulaire de la droite. 

Voyons quelques exercices importants. 


EXERCICE 1 Former l’équation d'une droite de coefficient angu- 
laire À passant par un point donné (xs, ÿo)- 
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SozuTiox. La droite de coefficient angulaire À a pour équation 


y = kr + Ii, (3) 
où l'est un nombre quelconque. Le point (x,, y,) appartenant à cette 
droite, on a 

Yo = Àto + L. (4) 
En retranchant (4) de (3) on obtient l’équation cherchée 
Y — Yo = À (7 — Zo). (5) 


EXERCICE 2. Former l’équation de la droite qui passe par deux 
points donnés (x,, y.) et (x:, y.). On suppose que ces points ne sont 
pas confondus. 


SOLUTION. Supposons que x, # zx. Il est évident que cette droite 
n’est pas parallèle à l’axe Oy et par conséquent son équation est de 
la forme 


y—Yy = k(z— x), (6) 


où k est un nombre. L’équation (6) exprime que la droite passe par le 
point (x,. y,). Pour qu’elle passe par le point (x,, y.) il faut que l’on 
ait 

Ya — Yi = k (ze — 2). (7) 


*% 


En divisant membre à membre (6) par (7), on obtient 


U— 13 _ T—T; 8 
Ya — Ya TT" (8) 
C'est l'équation de la droite passant par les points (x,, y,) et 
(Tes Yo). 
REMARQUE 1. Si y, — y, = 0, on aurait formellement obtenu la 
relation 
Y Hi TT 
O0 z—x 


Même si cette égalité n’a pas de sens, on l'utilise sous cette forme 
pour la commodité. Si l’on chasse les dénominateurs, on obtient 


y—y,=0:. = —() 


ou 
y — Yi. (9) 
Le cas x, = x, = c nous conduit à la solution x = c. 
ExERcCICE 3. Trouver l'angle des droites 
y=hz +, y = her + Le. 
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SOLUTION. On a k, = tg @&, ko = tg @: où «, et æ,. sont les 
angles de ces droites avec l’axe Or. On a (voir fig. 123) 


gai—tgas __ ki—k: 
1Htgaitgae TIRE is (10) 
C’est la formule de l'angle de deux droites. 
La condition 1 + k,k, = O0 ou 
k,-k; = —1 (11) 


exprime l'orthogonalité des deux droites. La condition de parallélisme 
des droites (tg © = 0) s'écrit 


tg © = tg (a; — ee) — 


Fig. 123 


Ecrivons l'équation (2) sous la forme suivante : 
Ait + Aote + C = 0, (2°) 


OÙ Z = 21, Y = Ze, À = À,, B = 4,. Pour A, 0,4, 40. CÆO0 
l'équation (2’) devient: 

TZ Ze __—C __—C 

Hp, 2€, bec. (413) 
L'équation (13) s’appelle équation de la droite en fonction de ses coor- 
données à l’origine. Cette droite coupe l'axe Oz, {la droite x; —=:0) 
au point (a, O0) et l’axe Ox, au point (0, b). 
Si une droite vérifiant l'équation (2’) passe par le point (x, x°), 
on a 


Ati + Axe + C = 0. (14) 
En retranchant (14) de (2”), on obtient 
A; (1 — 2) + A2 (te — 2) = 0. (15) 


L’équation (15) est l'équation d’une droite passant par le point (x. x°). 

Si l'on introduit les vecteurs À = (4,, À:), æ = (x,, x2), æ° = 
— (z°, x), le premier membre de (15) peut être traité comme le 
produit scalaire du vecteur À par le vecteur æ — z°. Donc, l'équation 
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(15) prend la forme vectorielle 
A(z—zx°) = 0. (15°) 


Le vecteur zx — x° est porté par la droite L (fig. 124). Donc. la 
relation (15”) exprime que le vecteur À = (4,, À.) est orthogonal à 
L. La signification géométrique des coefficients À, et À, est main- 
tenant claire. 

Soient les droites 


Ait + Aote + C1 = (L:), (16) 
Biti + Bots + Ca = 0 (Li). (17) 


Les vecteurs À = (4,, 4,) et B = (B,, B.) étant perpendiculaires 
respectivement aux droites L, et L,, l'angle œ@ de ces dernières est 


Fig. 125 Fig. 126 


égal à celui des vecteurs À et B (fig. 125). L’angle œ est donné par la 
formule 
(4, B) _ A,B,+A,B, 
lATIBT  V'AÎ+ AV B+B 
REMARQUE 2. Si est l’angle de deux droites, rx — œ l'est égale- 
ment. Le nombre (18) peut être positif ou négatif. L'une de ces 
valeurs correspond à œ, l’autre à x — ®. 
De (18) on déduit la condition d'orthogonalité de L, et L, 
(® = n°2, cos ® = Ü): 


COS p — (18) 


AB, + A:B: = 0. (19) 
Si les droites L, et L, sont parallèles, les vecteurs À et B sont coli- 
néaires et À — ÀB, où À est un nombre réel. De là on déduit la con- 
dition de parallélisme de deux droites: 
À, . À, D) 
B, = B,: (20) 


Soient donnés dans un système de coordonnées rectangulaires 
(fig. 126) une droite L ne passant pas par l’origine et un vecteur a 
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perpendiculaire à ZL d’origine O et d'extrémité en ZL. Le vecteur a 
définit entièrement la droite L (il existe en effet une seule droite 
perpendiculaire à a en son extrémité). Soient p = |a |. v — 
— (cos &,, cos &.) le vecteur unité de même sens que a. Ici &; est 
l'angle de a (ou de v) et de l'axe Oz; (i = 1, 2); cos* &, + cos® ae = 
= 4 (cos &«, — sin &,). Soit æ = (x;. r.) le point courant de la 
droite L, ou ce qui revient au même. son rayon vecteur. La projection 
de x sur v'est visiblement égale à p, autrement dit le produit sca- 
laire du rayon vecteur d’un point arbitraire x de la droite L par le 
vecteur v est égal à p: 


(æ, v)=|v}Iprz = p. (21) 

Ceci est l’équation vectorielle de L. En effet, si un point (rayon vec- 

teur) x satisfait à l'équation (241), il appartient à L (la projection 
sur v d'un point n’appartenant pas à L est différente de p). 

Si la droite L passe par l’origine des coordonnées, son équation 


est aussi de la forme (21), où v est le vecteur unité orthogonal à Z. 
En coordonnées l'équation (21) s’écrit 


ZT COS Œy + Le COS Ao = p (p > 0) (21°) 
ou 
T1 COS &y +reSin—=p (p > 0). (21°) 


L'équation (21”) (ou (21”)) s'appelle équation de la droite sous la forme 
normale. 


Si la droite L est définie par l'équation générale (2°) 
Ati + Aots +C = 0, 
on peut ramener cette équation à la forme normale en la multi- 
pliant par 
M= + 1/V A+ 4, (22) 
pris avec le signe contraire de C (p = —MC > 0). Le nombre M 
s'appelle facteur de normalisation. Comme 
(MA, )}° -+ (MA,)° = 
il existe un angle «,; € [0, 2rl unique tel que 
MA, = cos &, MA, = sin a. : (23) 
En définitive on obtient l'équation (21), où p = —MC 2 0. On 


rappelle que p est égale à la distance de la droite à l’origine des coor- 
données. 


ExErRcIcE 4. Trouver la distance d du point æ° = (x, x,) à la 
droite L d'’équation 


Ait + Aote +C = 0. (24) 
SOLUTION. Supposons que 
(æ, vV)—p=0 (25) 
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est l'équation normale de la droite L. Si C 0, alors p (p >0) 
est la longueur du vecteur OA perpendiculaire à L, v le vecteur unité 


—> — — 
de même sens que OA (p = | OA |, v = OA/p, fig. 127). Soit x 
un point arbitraire de L. Il est évident que pour trouver la distance 


Fig. 127 Fig. 128 


d'un point x° à L, il faut projeter le vecteur x — x° sur la direction 
du vecteur v et prendre le module de cette projection: 


d= pra) |=|(—2, v|= 
— | (x, v) — (z°, v) | = |p — (æ°, v) | = | (x°, V) — p |. 
On obtient la formule 
d = |(2, v) —p |. (26) 


Donc, pour trouver la distance d, il faut ramener l’équation (24) 
à la forme normale, faire passer p dans le premier membre, rem- 
placer x, et x, respectivement par les coordonnées x° et x° du point x° 
et prendre le module de l'expression obtenue. 
Dans le langage des coefficients 4,, A4,, C, l'égalité (26) devient: 
Fe En ba Gt Le eus (26°) 
V Aî+ À; 
La formule (26) et, par conséquent, la formule (26”) sont valables 
pour € = 0. Dans ce cas. p = 0 et vest l’un des deux vecteurs unités 
orthogonaux à L (fig. 128). Désormais, 


d=|pru(z—-z)|=1(v, z—x)]|= 
= [(v,z)—(v x) = 1(,, x) 1 
ou 
d= | 4,79+ 422 | 
V Aî+4i 
c'est-à-dire la formule (26’) pour C = 0. 
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REMARQUE 3. Sur la figure 127 on voit que si l’origine O et le 
point xz° sont situés: a) d’un même côté de L, alors l’angle de v 
et de x — z° est aigu et d = p — (x°, v); b) de part et d’autre de Z, 
alors l’angle de x — x° et v est obtus et d = (x°, v) — p. 


EXERCICE 5. Trouver la distance du point (1, 1) à la droite 2x + 


+WV5y —V5 = 0. 


$ 9. Equation du plan 


Soit un espace R, rapporté à un système de coordonnées rectan- 
gulaires (Oxr,, Ox:. Ox:). On considère un vecteur a d’origine © 
par l'extrémité duquel on mène un plan orthogonal à a (fig. 129). 
Désignons par æ = (xr,, z:. zxs)le 
point courant du plan ZL. La lettre x 
représente également le rayon vec- 
teur du point x. 

Soient p — |a | et 


V — (COS &j, COS so, COS La) 


un vecteur unité de même sens que 
a. Les angles &,, «., «sont les 
angles formés par le vecteur v res- 
pectivement avec les axes Or,;. Ox., 
Ox:. La projection de tout point x € 
€ L sur le vecteur v est visiblement 
Fig. 129 une quantité constante égale à p: 


@, v)=p (p2> 0). (1) 

L'équation (1) a un sens pour p = 0. Dans ce cas. le plan L passe par 

l'origine des coordonnées O (a — 0). et v est un vecteur unité issu 

de O et orthogonal à L dans n'importe quel sens, autrement dit le 

vecteur v est défini au signe près. L’équation (1) s'appelle équation 
du plan L sous la forme vectorielle. En coordonnées elle s'écrit ” 

Zi COS y + To COS Go + T3 COS As = p (p > 0) - (17) 


et s'appelle équation du plan sous la forme normale. 
Si l’on multiplie l'équation (1’) par un nombre non nul, on 
obtient l'équation équivalente 


A1%1 + Aote + Asts + B = 0, (2) 


qui définit le même plan. Les nombres A,, A,. A; ne sont pas tous 
nuls. L’équation (2), où À4,, 4:, À, ne sont pas simultanément 
nuls, s'appelle équation du plan sous la forme générale. 

L'équation (2) peut être ramenée à la forme normale par multi- 
plication par le nombre 


M= +1A/V A+TA+ A, 
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pris avec le signe contraire de celui de B. Le nombre p = —MB 
ne sera pas négatif et l'équation (2) se transforme en l'équation 
équivalente 

MAits + MAoxs + MAsts = p. (3) 
Ici 


(MA,) + (MA.ÿ + (MA3:) = 1. 
Ceci montre que 
V — (MA ,, AT A ;, NT A 3) 


est un vecteur unité (| v | = 1). Ses projections sur les axes de coor- 
données sont respectivement égales à 


MA, = cos «;, 
MA, = cos &. 
MA; = cos a, 


OÙ Gj. Œe, Ga sont les angles du vecteur v respectivement avec les 
axes Oz, Oxs, Oxs. Dans ces notations, l'équation (3) devient 


Z1 COS y + Lo COS Lo Ts COS As = p (p > 0). (3) 


c'est-à-dire l’équation du plan (2) sous la forme normale. 

L'équation d’un plan étant donnée sous la forme générale (2), 
si l’on veut savoir comment ce plan est disposé par rapport au sys- 
tème de coordonnées, il suffit de ramener l'équation (2) à la forme 
normale en la multipliant par le facteur de normalisation A1. 

De l’équation (2). sans calculs supplémentaires, on déduit que: 

1) si B — 0. le plan passe par l’origine des coordonnées ; 

2) le vecteur À = (4,, À:, À;) est perpendiculaire au plan, car 
il est colinéaire au vecteur unité v = (MA,, MA:,, MA;:), perpendi- 
culaire à ce plan. 

L'équation 

Ait + Aote + B = 0 (à) 

est un cas particulier de l’équation (2). Dans le plan (x,. x) l'équa- 
tion (4) définit une droite, dans l’espace (x,, 22, xs), un plan L 
perpendiculaire au plan de coordonnées (x,, x.) et passant par cette 
droite. Les coordonnées z,, x, de tout point (x;, x, xs) de L véri- 
fient l'équation (4) quel que soit xr:. L’équation 


A1 +B =0 (41 # 0) (9) 


est un cas particulier de l’équation (4). On peut la mettre encore 
sous la forme 
Ti — C (C — —B/A;). (5°) 


Dans l'espace (x,, z°, rs), l'équation (5°) définit le lieu géométrique 
des points dont la première coordonnée zx, est une constante C. 
Il est évident que (5°) définit un plan parallèle au plan de coordon- 
nées (z:, xs) (ou perpendiculaire à l'axe Oz). 
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Equation d’un plan en fonction de ses 
FR ue à l'origine. Si A;#0 (i = 1, 2, 3) et 
B = 0, on peut mettre l'équation (2) sous la forme 
za L: Z3 , 
B+H+E 1, (6) 
où a; = —B/A; (i = À, 2, 3). L'équation (6) est l'équation du plan 


en fonction de ses coordonnées à l' origine. Ce plan (fig. 130) coupe l’axe 
Oz, en (a, 0, O0), l’axe Or, en 
(0, a,, 0), l'axe Oz; en (0, O, as). L'é- 
quation (6) nous permet d'imaginer 
sans peine comment est situé le plan 
par rapport au système de coordon- 
nées. 
Equationd'un planpas- 
sant par un point. Siun 
point x° = (1, x, x°) est situé sur le 
plan (2), ses coordonnées  vérifient 
l'équation (2) : 


3 
Fig. 130 Ÿ A+ B=0. (7) 
i= 1 
En retranchant (7) de (2), on obtient 
3 
2 Ai(xi—zi) = 0. (8) 


L'équation (8) est l'équation d'un plan passant par x° = (x), 2°, x). 
En écriture vectorielle, l'équation (8) devient 


A(z—zx°) = 0. (8°) 


Comme le vecteur æ — x° d’origine x° appartient au plan (1), la 
relation (8”) nous dit que le vecteur À est orthogonal au plan (1), 
ce que du reste nous avions établi précédemment par d’autres Tai- 
sonnements. , 

Equation d'un plan passant par trois 
points. Soient donnés trois points 


zx! — (x, 2. T3), 
x? = (xi, Z:; T3), 
Dr 226) 


non alignés. On demande l'équation du plan passant par ces points. 
On sait du cours de géométrie qu'il existe un plan et un seul passant 
par trois points. Comme ce plan passe par le point x}, son équation 
est 

A1 (1 — 2) + 4e (te — 2) + As (zs — 25) = 0, (9) 
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où À,, A>, A3 ne sont pas simultanément nuls. Comme ce plan 
passe par les points x° et x°, on a de façon analogue 

A(ti— 25) + A2 (ti — 23) + 43 (253 — 23) = 0, 

Ai (ai — 25) + A2 (23 — 23) + 43 (23 — 72) = 0. 

Formons le système d'équations linéaires homogènes en (2,, 2°, Zs): 


(ri — 15) 23 + (to — 23) 29 — (23 — 25) 23 = 0, 


(10) 


(ti — 25) + (25 — 23) 20 + (25 — 23) 23 = 0, (11) 
(ri — ts) 24 + (25 — 23) 20 + (x — 235) 23 = 0. 


æ —= (x. TZ», 3) est un point arbitraire vérifiant l'équation du plan 
(9). En vertu de (9) et de (10), le système (11) est satisfait par le 
vecteur non trivial À = (4,, A,, As), donc le déterminant de ce 
système est nul: 

1 T2— T2 T3 TS 
1 Lits 25-23 |=0. (12) 


3 .1 3 1 3 1 
Lit) LT LT 


Ti, —T 


T,—T 


En développant ce déterminant suivant les éléments de la première 
ligne, on obtient une équation de la forme (9), c’est-à-dire l'équation 
d’un plan. En vertu des propriétés du déterminant ce plan passe 
par les points x!, x°, x°. C.q.f.d. 

L'équation (12) se met sous la forme 


Ti To X3s 1 
4 2, (Xs- À : 
2 À» x AT 0. (15) 
Li ed 
3 3 
ti 4 1 


Le déterminant (13) ne change pas si l’on retranche la deuxième 
ligne de la première, de la troisième et de la quatrième. En déve- 
loppant le déterminant obtenu suivant les éléments de la quatrième 
colonne, on obtient l'équation (12). 

Angle de deux plans. Soient les plans 


Ati + Apte + Asta + B=0, L4 
AT + Aste + Asts + B' = 0. So 


On sait que les vecteurs À = (A;,, 4:, Az) et A’ = (A, À:, À:) 
sont orthogonaux respectivement au premier et au second plan, donc 
l'angle ® de À et de À” est égal au rectiligne du dièdre formé par 
ces deux plans. Or, le produit scalaire est 


AA’ = | À || 4° | cos y, 
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donc 
AA” A,A1+ 4,45+ AsAs pe 
cos = == D D it 2 et it En {: 
? [A1 | 4°| V/ Aï+ 45 + A5 V'AZ+HAZ+AË ( 9) 


I1 suffit d'admettre que 0 << p < 7. 

À noter que deux plans sécants forment en fait deux dièdres 
+. et ®, supplémentaires dont les cosinus sont égaux en valeur abso- 
lue mais de signe opposé (cos @, = —cos ®:). Si dans la première 
équation (14) on remplace À4,, 4:, A3: respectivement par —A;, 
—AÀ;,. —A;,. on obtiendra une équation qui définit le même plan, 
mais dans (15) l’angle q est remplacé par 7 — ®. 

La condition d'orthogonalité des plans (14) est de toute évidence 
cos ç — 0, autrement dit 


AA' = AA! + A,4! + AA! = 0. (16) 


Les plans (14) sont parallèles si et seulement si les vecteurs À et 4° 
sont colinéaires. c’est-à-dire si sont réalisées les conditions de pro- 
portionnalité 


TT = AT = 7e (17) 


A1 _ 4 _ A3 _ B 

AA AT Br (18) 
alors les plans (14) sont confondus, c'est-à-dire que les équations (14) 
définissent le même plan. 

Quoique la division par zéro soit impossible, il est commode de 
représenter les proportions (17) ou (18) avec des zéros au dénomina- 
teur. Dans ce cas, si par exemple À, = 0. on convient que 4, = 0; 
si B —0, que B =0 

EXEMPLE 1Â. Les équations 

2x + 4y +1 = 0, 
z +2y +5 = 
définissent un couple de plans parallèles, les équations 
2x + 4y +2 = 0, 
z +2y +1 = 0, 
un couple de plans confondus. 

Distance d'un point à un plan. On demande la 
distance d'un point x° = (x}, x°, z°) à un plan L défini par l'équa- 
tion 

At: + A oo + À 33 + B = 0. 
Ramenons l'équation de Z à la forme normale: 


(&, v) = p (p > 0). 
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Sur la figure 131 on voit que la différence x — x° entre le rayon vec- 
teur du point courant zx de L et le rayon vecteur de x° est un vecteur 


dont la valeur absolue de la projection sur v est égale à la distance 
cherchée d de x° à L: 


; d= |{æ—a?, v) |. 
” (x — x", V) = (x, v) — (x°, V) = p — (x°, v), 
donc 
d — | (x°, v) — p |. 


On voit que pour calculer la distance d du point æ° au plan L il faut 
écrire l'équation de L sous la forme normale, faire passer p au pre- 


Fig. 131 


mier membre et remplacer x par x°. Le module de l’expression obtenue 
est la distance cherchée d. 


Dans. le langage des paramètres du plan 
d=— 1 A ,25 + 4,29 + 4313 + B| 
V'Aï+ A+ 4} 
Il est aisé de voir que si le point x° et l'origine des coordonnées sont situés 


de part et d'autre du plan L (voir fig. 131), alors le vecteur x — x° forme avec v 
un angle obtus et par suite 


d=—(xz—x, v) = (2, v) —p >0. 


Si le point zx° et l'origine des coordonnées sont situés d’un. même côté de L 
l'angle en question est aigu et 


d=(z—z,v)=p— (x, v) > 0. 


Donc, dans le premier cas (z°, v) > p et dans le second (x°, v) < p. 
27—0622 
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ExEmPLE 2. La distance d du point (1, 1, 1) au plan L 


z +2y +z=3 
est égale à 
_|z+2y+:—3 …. 
Eu Vi+4+1 X=1,p=1,2= V6 ° 


Le point (1, 1, 1) et l'origine des coordonnées sont situés de part 
et d’autre du plan L, puisque M >=0 et 


[x +2y +2— lee yi 2=1 = 1 >0. 


EXERCICES 
1. Réduire les équations des plans 


z—y+z=2, 2z—y+1/20z—10 


à la forme normale. 
2. Trouver l'angle des plans 


zty+z=1 et y=0 
z—y+iz=2 et z+y+z—=3. 
3. Former l'équation du plan passant par les points (0, O0, 1), (1, O0, 1), 
(1, 1, 0 
4. Former l'équation de la surface sphérique centrée en l’origine des coor- 
données et tangente au plan 2r — 6y + 7: = 2. 


$ 10. La droite dans l’espace 


Soit une droite L dans l’espace. Repérons un point x° sur L et 
considérons un vecteur a = (a,, a, as) 0 d’origine x° et de di- 
rection L (fig. 132). Soit x le point 
courant de ZL. Le vecteur x — x° peut 
se mettre sous la forme x — x° — ta, 
où t est un nombre (scalaire). Si la va- 
riable réelle t parcourt l'intervalle 
]J—o, cf, alors x = x° + ta parcourt 
la droite L tout entière. On dit que 


z—aæ =ta, tE]—o, œl, (1) 


X2 


est l'équation vectorielle d’une droite 
Fig. 132 passant par x° et orientée dans le sens 
du vecteur a. 
Dans le langage des coordonnées, l'équation (1) se décompose en 
trois équations: 
TL! — ZT} — {a;, 
Ta— Ts = fa, (1°) 
Zs—2$ = ta. 
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L'’élimination du paramètre t entre ces équations nous donne les 
équations de la droite (un système de deux équations) 


Là 
, (1) 
où les nombres a;, &, a; ne sont pas simultanément nuls. Les 


équations (1”) s’appellent équations de la droite sous la forme canoni- 
que. 


REMARQUE. Il est possible qu’un ou deux nombres parmi a,;, 
a, a: Soient nuls. Pour la commodité on écrira les égalités (1°) 
avec un ou deux Zéros au dénominateur. 

EXEMPLE. 1. Les équations 

z—1 _y—2 z—3 (2) 


définissent une ‘droite dans l’espace, passant par le point (1, 2, 3): 
et orientée dans le sens du vecteur (1, 
On peut remplacer ces équations par les équations équivalentes 


y — 2 = 0-(x — 1), 2(z—1) = 2—3, 
c'est-à-dire que 
="? z = 2x +. (2°) 
Donc, la droite en question est l'intersection des deux plans définis 
par les équations (2”). 


ExEeMPLE 2. Les équations de la droite 


sont équivalentes aux équations 
y —2 = 0, z— 3 = 0(. 


Soient données les équations des plans 


A1T + A2y + As +B =0, (3) 
A;r + ÀA,y + 4,2 + B" = 0. (4) 
Si les de A ; sont Pope respectivement aux coeffi- 
cients A; (A1 : A2 : As = À, : À, : A.), alors les plans (8) LE 
ep sont parallèles (ou confondus si A; : 4: : A3: B=AÀ; 
: B°’) (voir $ 9 (17) et (18)). Le cas échéant, les plans (3) ‘et 
a se coupent suivant une droite. Alors l’un des déterminants 


A, A; À; A Às 
A! A!|? |4; 4;|° |4! 4 


9 


to 
=1 
* 
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est différent de zéro. Supposons pour fixer les idées qu’il s’agit du 
premier : 

A, À; 
A! A! 
Les équations (3) et (4) sont alors solubles par rapport à x et y et 
l’on obtient 


£ (0. 


ea 
y=hz+v, 


où «, B, u et v sont des nombres. Les équations (5) sont équiva- 
lentes aux suivantes: 


(5) 


SRE Dour (6) 

On voit que la droite définie par les équations (3) et (4) passe 
par le point (u, v, 0) et est orientée dans le sens du vecteur (&, B, 1 
Si « ou B ou les deux à la fois sont nuls, les équations (6) sont pure- 
ment symboliques. 


ExeEmPLe 3. La droite définie par les équations zx = 0, y = 0 
est de toute évidence l’axe Oz. On aurait pu aboutir formellement 
à ce résultat. On a 


d’où 


c'est-à-dire l'équation d’une droite passant par l'origine des coor- 
données (0, 0, O0) dans le sens du vecteur (0, 0, 1). Il est clair que 
c'est l'axe Oz. 


ExEMPLE 4. Trouver l'angle des droites 


Zi—t} __ Zo—zh _ zs—71} (7) 


Les vecteurs a — (a,, a,, as) et b = (b,, b,, bs) sont portés 
par les droites et par convention ont pour origine respectivement 
al (x!, x}, xl) et x° — (xi, x, x). Donc, l'angle @ de ces ‘vec- 
teurs sera l'angle des droites (7) et (8): 


G101 + d2b2 + asbs 


DE PTE] 
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EXERCICES 

1. Former l'équation de la droite qui passe par le point (2, —1, 0) perpen- 
diculairement au plan 2x + = — 4y = 7. 

2. Former l'équation du plan passant par le point (1, —1, 2) et qui est 
orthogonal à la droite définie par les équations 2r + 3y = 1, 3z — = = 1. 


$ 11. Orientation des systèmes 
de coordonnées rectangulaires 


Les figures 133 et 134 représentent des systèmes de coordonnées 
(Oz, Ox,) d'orientation contraire. Dans la figure 133 on ne peut 
faire coïncider les axes Oz, et Oz, dans une rotation (0, x/2) qu'en 


Fig. 133 Fig. 134 


faisant tourner Oz, dans le sens direct (sens qui est l’inverse de celui 
des aiguilles d'une montre). Sur la figure 434 cette coïncidence est 
réalisée par une rotation (0, x/2) de Ox, dans le sens rétrograde. Le 
système de coordonnées de la figure 133 ne peut être amené en coïn- 
cidence avec celui de la figure 134 de telle manière que les axes cor- 
respondants aient le même sens. 

Les figures 133 et 134 représentent un couple de vecteurs «& et b 
non colinéaires d’origine commune À. En déplaçant ce couple rigi- 
dement, on peut amener le point À en coïncidence avec l'origine des 
coordonnées O. On se propose par une rotation de centre © de faire 
coïncider le vecteur a avec l’axe Ox,;, et le vecteur d avec l’axe Oz. 
Ceci étant, on exige que les vecteurs a et b restent dans le plan con- 
sidéré et que leur angle ne soit égal ni à 0 ni à n. Il est évident qu'on 
peut toujours réaliser cet objectif (voir fig. 135). On tourne d’abord 
le système rigide de vecteurs a et b autour du point © jusqu’à faire 
coïncider le vecteur a avec l’axe Ozx,. Les vecteurs & et b n'étant 
pas colineaires, le vecteur b se retrouve dans le demi-plan supérieur 
ou inférieur. On fait pivoter le vecteur b pour l’amener en coïn- 
cidence avec l'axe Ozx.. Si le vecteur b est de même sens que l’axe 
Oxs, on dit que le couple de vecteurs (a, b) est de même orientation 
que le système de coordonnées (Ox,, Ox:), s’il est de sens contraire, 
on dit alors que le couple (a, b) est d'orientation contraire à celle de 
(Ox;, Ox:). 
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Fig. 135 


Les systèmes de coordonnées rectangulaires (Ozx,, Ox:, Oxs) 
des figures 136 et 137 sont différents aussi. En traitant le système 
de coordonnées de la figure 136 comme un système rigide on peut 
par un déplacement adéquat faire coïncider les axes Ox, et Oz, 
respectivement. Mais le sens de l’axe Oz, du premier système n'est 
pas le même que celui de l’axe Oz; du second. On dit que les systè- 
mes des figures 136 et 137 sont d’orientation contraire. Le système 


Fig. 136 Fig. 137 


de la figure 136 est direct, celui de la figure 28, rétrograde. Pour 
reconnaître l’orientation d’un système on peut se servir de l’un des 
deux procédés suivants. Un système est direct (resp. rétrograde) si 
une vis à filet droit (resp. gauche) tournée verticalement dans le 
sens de la flèche de la figure 136 (resp. fig. 137) s’enfoncera dans 
le sens de © vers z:. Un système est direct (resp. rétrograde) si la 
rotation d'un angle inférieur à x autour de Ozx;, qui amène Oz, 
sur Ox,, s'effectue vers la gauche (resp. droite) pour un observateur 
placé suivant Oz; dans le sens de O vers x. 

On dit que des vecteurs a, b, c sont coplanaires s'ils sont situés 
dans un même plan ou dans des plans parallèles. 

Soit un système de vecteurs non coplanaires a, b, c d'origine 
quelconque À. Dans le plan engendré par les vecteurs a et b, faisons 
pivoter le vecteur b autour de À jusqu'à ce qu'il soit orthogonal à a. 
Au cours de cette rotation on prendra garde à ce que l'angle de a 
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et de b ne soit égal ni à 0 ni à x. Ensuite faisons pivoter le vecteur c 
autour de À pour le rendre orthogonal aux vecteurs a et b. On veillera 
à ce que le vecteur c ne soit à aucun moment contenu dans le plan 
engendré par les vecteurs a et b. Transportons le triplet de vecteurs 
orthogonaux a, b, c en O et faisons-le pivoter autour de O de ma- 
nière à faire coïncider les vecteurs a et b avec les axes Oz, et Ox.. 
Deux cas sont possibles : 1) le vecteur c est de même sens que l’axe 
Oxs; 2) le vecteur c est de sens contraire à celui de Ox:. Dans le 
premier cas on dira que le système de vecteurs a, b, c est de même 
orientation que,le système de coordonnées (Oz, Ox:, Ors), dans le 
second, qu'il est d'orientation contraire (voir fig. 137 et 136 respecti- 
vement). 


$ 12. Produit vectoriel 


Soient 
a — (a;, Œo) &s), bd —= (b, b:, bs) 


des vecteurs dans un système de coordonnées rectangulaires. On 
appelle produit vectoriel de a par b le vecteur c: 


c—axb={a x b]=(ab;— ab) i + (asb; — abs) J + (a1b2 — ab.) k — 
i jJ k 
—|@, 4, as]. (1) 


Le dernier membre de (1) est un « déterminant généralise » dont 
la première ligne est constituée des vecteurs unités ë, 7, k. Le second 
membre indique comment il faut comprendre ce déterminant géne- 
ralité (le déterminant d’ordre trois a été développé suivant les élé- 
ments de la première ligne comme si #, 7, k étaient des nombres). 

Il est évident que [a X (—b)] = —[a X b]. 

On peut encore définir le produit vectoriel des vecteurs a et b 
de la manière suivante: 

4) si a et b sont colinéaires, leur produit vectoriel est nul; 

b) si a et b ne sont pas colinéaires, leur produit vectoriel est un 
vecteur c perpendiculaire à a et à b et tel que le système (a, b, c) 
soit de même orientation que le système de coordonnées. Le module 
| c | du vecteur c est égal à 


[cl=lallbisne 0<o<n), (2) 


où o est l'angle des vecteurs a et b. En d'autres termes, le module 
| c | est égal à l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs 
a et b (fig. 138). 

Ces deux définitions sont équivalentes. 
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En effet, si c = 0, alors de (1) il s'ensuit que les composantes 
des vecteurs a et b sont proportionnelles 
y ©: do : As = D, : ba : Da, 
c'est-à-dire que a et b sont colinéaires et par conséquent le produit 
vectoriel est nul d’après la deuxième définition. 
Réciproquement, si a et b sont colinéaires, on aa X B—=0en 
vertu de la deuxième définition. Comme les composantes des vec- 


Fig. 138 


teurs a et b sont proportionnelles, on a c = 0 en vertu de la première 
définition. 

Soient maintenant a et b des vecteurs non colinéaires et c leur 
produit vectoriel (1). Il est évident que 


(c, a) = (a:bs — asbe) &i + (asb1 — abs) a2 + 
+ (aide — @2b;) as = 0 
et de façon analogue 
(c, b) = 0. 


Ainsi, le vecteur c est orthogonal aux vecteurs a et 6. 

Montrons que le système de vecteurs (a, b, c) est orienté comme 
celui des coordonnées (Oz,, Ox:, Oxs). Faisons pivoter sans arrêt 
les vecteurs a et b autour du point O en veillant à ce qu'ils ne soient 
jamais colinéaires. Donc, le vecteur c ne sera jamais nul et les vec- 
teurs a, b et c, jamais coplanaires. Faisons tourner les vecteurs a 
et b de façon qu'ils aient le même sens que les axes Oz, et Ox, res- 
pectivement, c'est-à-dire qu'ils soient de la forme a = (|a |, O0, O0) 
et b — (0, | b |, 0). Ceci est possible car le plan engendré par les 
vecteurs a et b peut pivoter dans l’espace. Le vecteur c calculé avec 
la formule (1) est alors de la forme c = (0, 0, |a | | b |). On voit 
donc qu’au terme de ce processus les vecteurs a, b, c sont orientés 
comme les axes Ox,, Ox,, Oxs. Donc, par définition de l'orientation 
(voir $ 11) le système initial (a, b, c) est orienté comme le système 
de coordonnées (Ozx,, Ox,, Oxs). 

Ainsi, le produit vectoriel c — a X b défini par la formule (1) 
est un vecteur orthogonal aux vecteurs a et b, et le système de vec- 
teurs (a, b, c) est orienté comme le système de coordonnées (Oz;, 
Ozxs, Oxs). 
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Il reste à prouver la formule (2). Supposons que les vecteurs 
a et b forment avec les axes de coordonnées des angles égaux res- 
pectivement à 1, G2, Ga et Br, Be, Ba. Comme 


aj= |a|cosa;, b;j = |bl|cosf,; (j = 1, 2, 3). 
il vient 
lol = (abs — asb2)* + (asb, — a03)°* + (aib2 — ab) = 
— [a |6 |? {(cos &, cos Bs — cos «; cos f:)* + 
+ (cos &; cos B, — cos &, cos Bs)* + 
+ (cos &, cos B: — cos «, cos B,)°] = 
= [a || [°[(cos® &«; + cos* a, + cos &s) X 
X (cos? B, + cos° PB, + cos? Ps) — 
— (cos a, cos B, + cos &, cos B, + cos &s cos B3)°] — 
= [a 16 {1-1 — cos® o] = |a F |b | 


où o« est l’angle des vecteurs a et b 


3 
(cos w = À cos æ, cos f,). 


Ceci prouve (2). 

Donc, nous avons entièrement démontré que la définition du 
produit vectoriel à l’aide de la formule (1) entraîne la deuxième 
définition. 

Réciproquement, si un vecteur est justiciable de la deuxième 
définition, il est unique, car il n'existe qu’un seul vecteur ortho- 
gonal à a et à b, dont la longueur soit égale à l’aire du parallelo- 
gramme construit sur a et b, et tel que le système (a, b, c) soit 
orienté comme le système (Oz;, Ox:, Oxs). Donc, ce vecteur n’est 
autre que le vecteur c défini par la formule (1). 

Soulignons une fois de plus que la condition a X b = 0 est une 
condition nécessaire et suffisante de colinéarité des vecteurs a et b. 

Considérons maintenant deux vecteurs non nuls 


a — (a, 2), b — (b:; b:) (3) 


dans un système de coordonnées rectangulaires (Ox;, Ox:) (fig. 139, 
140). Traçons un axe Oz, orthogonal aux axes Oz, et Ozr,. Les coor- 
données des vecteurs a et b seront maintenant 


a — (a; de; 0), b — (8, Da, 0). 


Le produit vectoriel de ces vecteurs est égal à 


k, (4) 
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où k est le vecteur unité de l’axe Ox:. Par définition du produit vec- 
toriel le système (a, b, c) est orienté comme le système de coordon- 
nées (Oxr;,, Ox:, Oxs). Donc. il est évident que le système (a, b) 
est de même orientation ou d'orientation contraire à celle du système 
de coordonnées (Ox,. Ox:) selon que le déterminant 


di 


est positif ou négatif. Le premier cas est représenté sur la figure 139, 
le second, sur la figure 140. On sait également que l’aire du parallé- 


X3 


Fig. 139 Fig. 140 


logramme construit sur les vecteurs a et b est égale à (voir (4)) 


Gi 


c'est-à-dire à la valeur absolue du déterminant 
dy de 
b, &.|* (5) 

Donc, nous avons prouvé que: 1) la valeur absolue du détermi- 
nant (5) est égale à l’aire du parallélogramme construit sur les vec- 
teurs a = (a,, a.) et b = (b,, b.); 2) le signe du déterminant (5) dé- 
pend de la position de ces vecteurs par rapport au système de coor- 
données (Ox,, Ox;). On a le signe + si le système (a, b) est orienté 
comme (Oz;, Ox;) et le signe — dans le cas contraire. 

On a les relations 


A = 


a X(a«b)=a [a x b], (7) 
a X (b +c) = la X b] +la X cl, (8) 


où a, b, c sont des vecteurs quelconques, &« un scalaire. 

On établit facilement ces relations en exprimant les produits 
vectoriels par la formule (1) en fonction des coordonnées des vec- 
teurs 


a = (ay, Gr, @s), 0 = (01, ba, Ds), © = (cs Cas C3). 
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Les formules (6) et (7) peuvent être également établies sans 
peine par des considérations géométriques. Soient a et b des vecteurs 
non colinéaires. Si dans le produit vectoriel on intervertit a et b, 
l’aire du parallélogramme construit sur a et b et la perpendiculaire 
à a et b ne changeront pas. Seul changera le sens de c = a X bet 
par suite l’orientation de (a, b, a X b). 

La multiplication du vecteur d par un nombre positif « augmente 
de « fois l’aire du parallélogramme construit sur a et b et ne change 
pas le sens du produit vectoriel. Si & << 0, alors 


a X (ab) =a X (—|x |) — |æ|[la X (—b)] — 
= —|a]|{a X b]=ala X b]. 


On remarquera en outre que de (6) et de (7) il résulte que 


(aa) X b = —[b X (œa)] = —a lb X a] = a la X b]. 


ExEMPLE. Trouver l’angle À du triangle ABC de sommets À — 
= (1, 2, 3), B = (2, 2, 2), C = (1, 2, 4). 
Désignons l'angle cherché par w. L’angle w est celui des vecteurs 
— 


AB et AC. La deuxième définition du produit vectoriel donne 


—> — 

.. |4BX AC| 
SN O0 = 
IAB] | AC] 


— —> —> = — 
où AB = (1, 0, —1), AC = (0, 0, 1); | AB | = V2, | AC | = 1, 


_, ii % 
0 0 1 
D'où 
- __ __T __ an 
SiD O = 72 , DT) Dr 


— — — — 
Comme BC—=(—1, 0, 2) et I|BC=5>1]A4C|+]4B|?= 
—41—+2—3, on a wo = 3x/4. 


REMARQUE. Si l'angle À du triangle ABC est droit, alors 


|BC|°=— BC?= AC?+ AB*; si À est obtus, alors BC?> AC?+ AB:; 
si À est aigu, alors BC?< AC? + AB?. 
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$ 13. Produit mixte 


On appelle produit mixte des vecteurs a, db, c le nombre égal au 
produit scalaire du vecteur a X b par le vecteur c: 


(a X b)c — (ab; — asb2) ©; +- (asby — abs) c3+ 


dj A 3 
+ (aide — a2bi) C3 == | Di ba Os |. (1) 
C1 C2 C3 
Par définition du produit scalaire on a 
(a X b)c=]|a X b | praxec = (|a |-| b | sin w) praxec. 


Donc, on peut de toute évidence dire que le produit mixte (a X b)c 

est égal au volume du parallélépipède construit sur les vecteurs 

a, b, c, pris avec le signe + ou — selon que le système (a, b, c) 

est de même orientation ou d'orientation contraire à (Ox,, Ox:, Oxs). 

À noter que | PraxeC | est égale à la hauteur du parallélépipède. 
On a les relations 


(a X bjc=(cxXa)b=(b X cha (2) 


qui sont une conséquence immédiate des propriétés du détermi- 
nant (1). 
Si les vecteurs a, b, c sont coplanaires, alors 


(a X b)c= 0, 


puisque a X b est orthogonal à c. Inversement, si (a X b)c = 0, 
alors le vecteur c est orthogonal à a X b et par suite est situé dans 
le plan des vecteurs a et b ou dans un plan parallèle. 
Donc, la condition 
(a X bjc=0 


est une condition nécessaire et suffisante de coplanation des vecteurs 
a, b, c. 


ExEmPLE. Etablir la condition de coplanation de quatre points. 
Soient donnés quatre points À; = (x;, y;, z;) (j = 1, 2, 3, 4). 
——> —— — 
Si ces points sont coplanaires, les vecteurs 4,4:, A143. 4,4, le 
seront aussi et par suite leur produit mixte est nul, soit 


D un 
(A4: X 143) AiAÀ4 = | T3 — Ti Ya — Yi 23 —Z1| = 0. 
Lo Li Yi — Yi 25 — 2: 


Ceci est la condition de coplanation de quatre points (cf. $ 9, 


(12)). 
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$ 14. Système de vecteurs linéairement indépendants 


Soit dans À, un système de À vecteurs 
= (G,yy Agas + + y un) (= 1, ..., k). (1) 
Par définition le système (1) est linéairement indépendant si l'égalité 
vectorielle 
Mat LA +... +Aa* = 0, (2) 
où À,. À. . .., À, sont des nombres, entraîne 
L=hk=::s;=h = 0, 
On dit que le système de vecteurs (1) est linéairement dépendant 
s’il existe des nombres À,, À,, . . ., À, non tous nuls vérifiant l'éga- 
lité (2). Si, pour fixer les idées, l’on admet que À; # 0, il s'ensuit 
de (2) que 


: a = pat +... +ura""t, (3) 
ou 
À À k_- 
Me: ... Ur — — re 


Si donc un système de k vecteurs est linéairement dépendant, l'un de 
ces vecteurs est une combinaison linéaire des autres. 

Comme il sera toujours question dans la suite de dépendance 
linéaire. on omettra parfois le terme linéaire. On dira aussi vecteurs 
dépendants et indépendants au lieu de système de vecteurs dépendants 
et indépendants. 

Un vecteur a! forme un système linéairement indépendant s'il 
est différent de 0 et linéairement dépendant s'il est égal à 0. 

Si un système de vecteurs a!, . .., a“ est linéairement indépen- 
dant, tout sous-système a!, ..., a° l’est à fortiori (s << k). Dans le 
cas contraire il existerait un système de nombres À,, . .., À, pour 
lequel 

Mal Lt... +aA,a = 0, 


h—s fois 


Pe, 
et pour le système non trivial À,, . .., À,, O0, ..., O0, on aurait 
Mal +... +LAgat +HO.att LL... +O-a* = 0. 
De ce qui précède il s'ensuit que si le système de vecteurs a!, . .., a° 
est linéairement dépendant, tout sur-système 
al, ...,a',a'"h, ,..,a* 
l'est également. En particulier, un système de vecteurs contenant 


le vecteur 0 est toujours linéairement dépendant. 
Formons la matrice du système (1) 


Gi: dis CE in 


Ah Ge + + Ahn 
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TH£OREME. Le système (1) est linéairement indépendant si rang À — 
= k, c'est-à-dire si rang À est égal au nombre de vecteurs. 
Si rang À << k, le système (1) est linéairement dépendant. 


EXEMPLE {. Deux vecteurs a! — (a,,, a,.), a° = (a;,, a+.) de 
R, sont linéairement indépendants si le déterminant 
ii di 


— 


2 A 
car l'équation vectorielle 
À,a! + À,a° — (4) 
est équivalente aux deux équations en les coordonnées 
ay + a2ihe = 0, 
Giphi + Goo = 0. 
Or, si A & 0, le système (5) admet une solution unique trivial 
À, = À = 0. (6) 
Si À = 0, les équations (5) sont satisfaites par un système non trivial 
(A4 À), c'est-à-dire que pour À = 0 les vecteurs a!, a° sont linéaire- 
ment dépendants. 
Il est évident que dans R, il y a équiva- 
lence entre la colinéarité et la dépendance 


linéaire des vecteurs a! et a°, de même 
qu'entre la non-colinéarité et l’indépendan- 


(9) 


b nb ce linéaire. 
Fig. 141 ExEMPLeE. 2. Dans R, tout système de 
vecteurs a!, a°, ...,a* (k > 3) est linéai- 


rement dépendant. Géométriquement, cela ressort de la figure 141 : 
si c est un vecteur arbitraire et a et b sont des vecteurs non coli- 
péaires, on peut toujours exhiber des nombres À et tels que 
c — Àa + ub. 

Ceci montre que les vecteurs a, b, c sont linéairement dépendants. 
Si a et b sont des vecteurs colinéaires, ils sont linéairement dépen- 
dants et à plus forte raison a, b, c le seront. 

D'après le théorème ci-dessus, pour étudier un couple de vecteurs 
a! et a°, il faut composer la matrice de leurs coordonnées, soit 
Gii di2 


21 A2 
Dans ce cas k = 2. 

a) Si rang À = 1 < 2 = k, le théorème nous dit que les vecteurs 
a! et a° sont linéairement dépendants. 

b) Si rang À = 2 = k, les vecteurs a! et a° sont linéairement 
indépendants. 

Ceci confirme les résultats obtenus, car dans le cas a) A=0et 
dans b) A0. 


$ 14] SYSTEME DE VECTEURS LINEAIREMENT INDÉPENDANTS 431 


Le fait que trois vecteurs quelconques a’, a°, a de R, sont 
linéairement dépendants est également prévu par le théorème. En 
effet, 

rang A L2<3 = k. 


ExEmPLcE 3. Dans l’espace R: les vecteurs 
Gal = (@yy, Ujos Gus), @° — (@s1, Goes 23) 


sont linéairement dépendants si et seulement s'ils sont colinéaires. 
En effet, supposons que a! et a° sont colinéaires. Si l’un de ces 
vecteurs est nul, ils sont linéairement dépendants. Si a! et a° sont 
colinéaires et non nuls, alors 
a! — a, 
où À est un nombre. Ceci exprime que a! et a° sont linéairement 
dépendants. 
Réciproquement. si a! et a° sont linéairement dépendants, l'un 
d’eux dépend de l’autre, par exemple 
a? = ua!, 
c'est-à-dire que ces vecteurs sont colinéaires. 
Si l'on considère la matrice 


Qjiy Gi Gi3 
A — 


9 


21 22 rs 
on constate que les éléments des lignes sont proportionnels, donc 
rang A —1<2=k, 
c'est-à-dire que notre proposition concorde avec le théorème 1. 


EXEMPLE 4. Considérons maintenant trois vecteurs dans RÀ,: 
a’ = (@y1s Go 13) 
a — (G31; Goo gs) 
aŸ — (sy, se, Ass). 
Soit 
dis Gy2 dis 
A=|@2 Gp Az|. 
31 sa ss 
L'équation vectorielle 
Ma +0 + Asa = 0 (7) 
est équivalente au système 
us + Grih2tassh3 = 0, 
y2hs + A22he + sas = 0, (7°) 
Gyshi + G2sh2 + asshs = 0. 
Si A0, le système (7’) admet une solution triviale unique 


M = Ào = Às = 0. L'équation (7) admet alors une solution triviale 
unique et les vecteurs al, a°, a° sont linéairement indépendants. 
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Si À = 0, le système (7°) et donc l'équation (7) possèdent une 
solution non triviale (À,, À, À:). Par suite les vecteurs a!, a°, a 
sont linéairement dépendants. Distinguons les cas suivants: 

1) rang À = 1, où 

ii 12 is 
A—|| 21 22 G2s |. 
31 so Us 
Alors l’une au moins des lignes de À, disons la première, possède un 
élément non nul. Considérons la matrice 


4! — ii Ayo is 


. (8) 
Toy 22 os 
Elle est de rang 1, donc tous ses déterminants d'ordre deux sont 
nuls : 


di Ayo di ds Gi Gi3 


= (. 
Gi 22 A1 os A2 os 
Il est alors évident que les composantes des vecteurs a! et a° sont 
proportionnelles 


Goy _ os _ os —_) 
us Lu pos 9 
Gi1 die as 
d'où 
Gi = Ayihr ge = Go  Gos — Gus 
ou 
a° — )a!. 
De façon analogue, pour la matrice 
4" Qjyy ia is 
Us Ass 33 
dont tous les déterminants d'ordre deux sont nuls, on obtient 
as = pa}, 


où u est un nombre. Donc, les vecteurs a!, a*, a sont colinéaires. 

2) rang À = 2. L'une, donc, des matrices formées avec deux 
lignes de la matrice À est de rang 2. Supposons pour fixer les idées 
qu’il s’agit de la matrice À’ (voir (8)). D'après l'exemple 3, les 
vecteurs a! et a° sont linéairement indépendants. Or, le système 
(a!, a°. a) est dépendant, c’est-à-dire que pour un triplet non tri- 
vial de nombres (À,, À, Às), on a 


Mal + À,a? + as = 0. (9) 
Às 5 0, sinon À,a! + À,a° = 0 et, en vertu de l’indépendance du 


système a!, a°, on aurait À, — À, = 0. Donc, l'équation (9) est 
soluble par rapport à a: 


o À 
aÿ=ua! + pa, M= 5 nu 
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Par conséquent, si À — 0 et rang À’ — 2 (voir (8)), alors les 
vecteurs a! et a° ne sont pas colinéaires et le vecteur a° est situé 
dans le plan engendré par ces vecteurs. 

Ces raisonnements ne contredisent pas le théorème. En effet, 
si A0, alors rang À = 3 — k et les vecteurs a!, a°, a° sont 
linéairement indépendants en vortu de ce théorème. Si À = 0, 


alors rang À << 3 et les vecteurs a!, a°, a° sont linéairement dépen- 
dants. 


D£EMONSTRATION DU THÉOREME. L'égalité vectorielle (2) est équi- 
valente aux nr équations suivantes en les coordonnées des vecteurs: 


À,a,, + À0;: —- ... + À gars = 0, 

À Go + À 90 90 + .. + Ârano + 0, (2’) 

AiGin + Anton + +. + Anann = 0. 
Supposons que rang À = k. Il est alors évident que 4 < n. Il existe 
un déterminant non nul d’ordre k engendré par la matrice À. Sans 
nuire à la généralité, on peut admettre que ce déterminant est formé 
des coefficients des À premières équations du système (2°): 


Haut. -. +Ayan = 0, 
. ee ee ee ee ee + ee ee + ee ee (10) 


Zip ee ŒRR 


Le système homogène (10), ayant un déterminant non nul, n’admet 
que la solution triviale 


==. = = 0, 


et le système de vecteurs (1) est linéairement indépendant. Ceci 
achève la démonstration du théorème pour ce cas. 


Chat maintenant que rang À = s << k. Renumérotons les variables 
Àj a (2°) de telle sorte que 


G1s CRC Gss 


On peut alors mettre le système des s premières équations sous la forme: 


Gui... Hüs1hs = — Ggy1, 1} 831 — 0 — GhiÂho 


Gyshi tr... HassÂs = — se, sÂs+1 — --. — GhsÂn. 
28—0622 
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Si l'on pose Às41 = ... — Àn — 1, on peut résoudre ce système par rapport 
à Àys + ++ Âge En définitive on obtient la solution non triviale 
hi 5328 (11) 


des s premières équations de (2’). On peut maintenant ajouter à ces s équations 
k — s autres équations quelconques du système (2’), et le système obtenu ad- 
mettra la solution non triviale (11) pour solution. En effet, mettons formelle- 
ment le système (2’) sous la forme suivante: 


Ai@ya +... + ARGh1 + Aks1 0+ ... +An-0=0, 


hjain + .… + ARaRn + ÂR+1 0 + … +An-0=0. 


La matrice des coefficients des équations obtenues est de rang s, de même d'ail- 
leurs que la matrice élargie (c'est-à-dire la matrice formée en ajoutant à la 
première une colonne de zéros à droite). Les s premières équations du système 
(2) sont satisfaites par les nombres À, . .., À, (voir (11)) et par des nombres 
arbitraires Àp+1, - .., Àn- D'après la proposition 2), $ 4, les nombres À1, . .. 
.-. An Vérifient les autres équations du système (2’), autrement dit les nom- 
Dre fa D À (qui ne sont pas tous nuls) satisfont aux autres équations du 
système . 

Donc, les vecteurs a!, ..., ak sont linéairement dépendants et le théorème 
est prouvé dans ce cas. 


$ 15. Opérateurs linéaires 


Soit une matrice carrée arbitraire 


A=ljlaul=|]""""": | (1) 
+ PRE À EE 


On peut traiter la matrice À comme un opérateur associant à tout 
vecteur æ — (z,, ..., Zn) € R, le vecteur y = (y1, . - ., Yn) € Ra 
dont les coordonnées sont données par les formules 


Yi — ayti +. . + dinTn) 


RE (2) 


Un = AnilsT .….. + Ennln: 


ou de façon plus concise 
n= 2 dijT; (i = 1, ..., n), (27) 


c’est-à-dire que la i-ième coordonnée du vecteur y s'exprime à l’aide 
de la i-ième ligne. Cet opérateur sera noté brièvement par: 


y — Ax (x; y € Rh). (27) 


En particulier, dans le cas de l’espace à une dimension RÀ,, les 
vecteurs æ et y sont des nombres et l’opérateur (2°) se transforme 
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en la fonction 
y — &d1T. 
L'opérateur (2”) est linéaire. Cela signifie qu’il vérifie la relation 
À (ax + fx’) = aAx +BAz, 


quels que soient les vecteurs x, x’ € R, et les nombres «, 6. En 
effet 


n n . 
2, mor +Br= a 2 ar +8 2 auri (i= 1, —. n). 


Si des matrices À — ||a,,||et B = || b,,|| sont égales, c’est-à- 
dire que leurs éléments correspondants a,, et b,, sont égaux. alors 
elles définissent des opérateurs identiquement égaux: 


Az = Bz, VreR,. (3) 
Inversement, de l'égalité (3) il s'ensuit que 
ani — bp; (4, l=1,...,n), 
c'est-à-dire que les matrices À et B sont égales. Ce qu'on vérifie 
immédiatement en posant dans (3) 
zx = 1(0,.:.:,0,1, 0; :::,0), 


où 1 se trouve au l-ième rang ({ = 1, ..., n). 

Donc, à des matrices différentes sont associés des opérateurs 
différents. Si deux matrices À, et À, ne diffèrent que par un élé- 
ment au moins, il existe nécessairement un vecteur zx tel que 


A1t £ AT. 


Soit donné en plus de À un opérateur B défini par la matrice 
carrée d'ordre 7) 


B = || byr ||. 


À tout x € R, l'opérateur À associe un vecteur y € R,. L'image de y 
par l'opérateur B est un vecteur z dont les coordonnées sont données 
par les formules 

n 


= À bibi (k= 1, 3 n). 


On obtient en définitive l'opérateur linéaire composé 


z = BAzx (x € R,), (4) 
où 
n n n n n n 
= } bis = D bus D Gt = D (3 bits) x= > VhiT} 
i={ = À 2=1 J=1 ‘is:1 J==1 


28° 
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dont la matrice {| y:, || s'appelle produit des matrices B et À et se 


note : 
BA = || y; ||, (5) 


» 


où 
= 2 byrai (&, j=1, ..., n), . (6) 


autrement dit, l'élément y,; de la matrice BA est égal à la somme 
des produits des éléments de la k-ième ligne de la matrice B par les 
éléments correspondants de la j-ième colonne de la matrice À. 

Le déterminant de la matrice BA est égal au produit des détermi- 
nants des matrices B et À: 


|BAIÏ=IBITA I. (7) 


Cette propriété est une conséquence de la formule du produit 
des déterminants (voir $ 2, propriété j)). 

Supposons que le déterminant de la matrice de l’opérateur À 
(voir (1)) n'est pas nul: 


A=lal#0. 


Dans ce cas (voir $ 4, théorème 1), le système d'équations (2), ou 
ce qui revient au même, l'équation opératorielle y — Azx possède 
une solution unique x € R, pour tout y € R, donné. Ceci étant, les 
formules qui permettent de calculer x pour y € R, donné sont de la 
forme 


z,= 2 UJAUR (j=1, ..., n), (8) 
où 
bu = AuylA (s5j—=1,..., 7) (9) 


(voir $ 4, (3’)), 4,, étant le cofacteur de l’élément a,, du détermi- 
nant À 

Du reste, pour l'instant il importe seulement de signaler que les 
nombres b;, sont les éléments de la matrice 


B — Î bjs Î 
qui est douée des remarquables propriétés suivantes: 
BAx =zx, Vre£CR,, (10) 


En effet. l’image d’un vecteur x € R, par l'opérateur À est un 
vecteur y dont l’image par B est x. Par ailleurs, l’image de tout 
y € R, par l'opérateur B (voir (8)) est un vecteur x tel que Az = y. 
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Dans la relation (11), on peut de toute évidence remplacer y 
par æ et obtenir l'identité 
BAx = ABx = zx, Vz. 


L'opérateur Æ tel que x=Ex(VrER,) s'appelle opérateur 
identique. La matrice qui lui correspond est de la forme 


10... 0 
CE RSR 
00...1 


et s'appelle matrice unité. Nous avons montré que 
AB = BA = E. 


L'opérateur B vérifiant la relation précédente s'appelle inverse de À 
et se note A-!. Sa matrice se note également par À”!. Les éléments 
de la matrice À”! s’expriment en fonction de ceux de la matrice À 
par les formules (9). 

Nous avons montré que si le déterminant | À | d'une matrice carrée 
A n'est pas nul, alors celle-ci admet une matrice inverse A”!. Pour 
A7! on a donc 


AT'A = AA’ = E. 


Si le déterminant de la matrice À est nul, celle-ci ne possède 
pas d’inverse. Ceci revient à dire que l'équation y = Azx n'admet 
pas de solution pour tout y. 

Cela étant, la relation AA-!y = y, si elle a lieu, affirme que tout 
y E R, a pour image (par l'opérateur À!) un x qui est solution de 
l'équation y = Az. 


REMARQUE. La multiplication des matrices peut être étendue à des 
matrices non carrées B et À, pourvu que le nombre des colonnes de B 
soit égal à celui des lignes de À. La multiplication s'effectue avec 
des formules semblables à (6). Si par exemple 


1 2 3 1 
=|[0 1 ON et 4=10 1} 
0 O 1 1 0 
alors 
4 3 
BA=|0 îi 
1 0 


Le produit AB n’a pas de sens ici, car la matrice À possède deux 
colonnes et la matrice B trois lignes. 
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Pour les matrices carrées À et B, les produits AB et BA ont un 
sens mais AB n'est pas toujours égal à BA. Par exemple, pour 


11 0 1 
=|4 |: 8=|, 4 
on à 
0 1 11 
s8-| |: ga-| ol? 
et AB = BA. 


Il est immédiat de vérifier que (4B) C — À (BC). 
Si À est un opérateur linéaire, on peut interpréter la notation Ax 
comme le produit de la matrice À par la matrice colonne 


T; 


LT = 


T 


Soient donnés des opérateurs linéaires À et B. On appelle somme 

de ces opérateurs l'opérateur À + B défini par 
(A +B)z = Az + Bx, VzeR,. 

11 est évident que la matrice de l'opérateur À + B est confondue 
avec la matrice qui est égale à la somme des matrices des opérateurs 
A et B. 

Il est immédiat de vérifier que 

A (B +C) = AB + AC. 


ExEMmPLe. Trouver l'inverse de la matrice 


1 2 0 
A-:|0 1 1! 
1 1 0 


Désignons par b;, les éléments de la matrice inverse A”! On 
a A — 4, b;, — À sy 


1 0 1 
Au={y ot A | o|=t 
0 1 
À 3 =  41— 1: 
2 0 1 0 
An = — À 0 = 0, An = 1 0 — (, 
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2 0 | 1 0 
4= || 2 A32 = — 0 = 1 
1 2 
As=|, [= 1 
Donc 
by — Au = — 1, bio = Az = 0, bis — A3 —2, 
by = Ay2 = 1, Ds = Az2 = 0, Des = Ass = —1, 
bay — Ai3— —1, ds = 43 = 1, Dss — A33 = 1 
Et 


$ 16. Bases dans R, 


Considérons dans l’espace R, les n vecteurs 


a (1) 
| = (0; 0, 23:50, Ed); 
dits vecteurs unités des axes de coordonnées de R,. 
On appelle axe Ox, de l’espace R, |’ ensemble des points de la 
forme (0, ..., 0, xx, 0, . 0), où zx, occupe la k-ième place et 
parcourt toutes les valeurs réelles. Le vecteur &" est le vecteur unité 
de l'axe Oxx. 
Sia = (z,, ..., z,) est un vecteur arbitraire de R,, on peut de 


toute évidence l'écrire sous forme d’une combinaison linéaire des 
vecteurs (1) de la manière suivante: 


a = xt ri LL... +LzrÈ. (2) 


Le système (i!, ..., à") est linéairement indépendant, puisque 
de l'égalité a = (z,, . .., x,) = 0 il s'ensuit que x, =... = 7, — 


Considérons un système de z vecteurs linéairement indépendants 


a (di: 5:04); 
. + ee + + ee ee ee + ee ee ee ® (3) 


a = (Qi 35 de). 
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On sait (voir $ 14, théorème 1) que le système (3) est linéairement 
indépendant si le déterminant 


A=l-----: #0. (4) 


Zn: . ee Ann 


Si À — 0, le système (3) est linéairement dépendant. 

Le théorème 1, $ 14, nous dit que nr + 1 vecteurs quelconques de 
R, sont linéairement dépendants, puisque le rang de la matrice for- 
mée avec leurs coordonnées est < 7. Donc, si a = (x:, ..., z,) 
est un vecteur arbitraire et le système de vecteurs a!, ..., a”, 
linéairement indépendant (A =£ 0), alors le système de vecteurs 
al, ..., a", a est linéairement dépendant, autrement dit il existe 
des nombres À4, - . ., Àn; Ân+1 non tous nuls, tels que 


Aa! +... +LAjat +LA,:,a = 0, 
OÙ Àn+1 Æ O (autrement le système (3) serait linéairement dépen- 
dant). D'où 
n 
a= > za’, (5) 


—) 


OÙ Zi — (4 = 1, ..., n) sont des nombres. Exprimons la 
n+1l 
somme (5) au moyen des vecteurs unités &* (voir (2)): 


n 


n ñn 7e 
a= à zx; (Z anit)= > (3 anit L': 


D'autre part, en vertu de (2) on a 


n 
«Œ — >. ziit. 
l=1 


Le système üi!, . .., &" étant linéairement indépendant, les coeffi- 
cients en &! sont égaux 


me À ant (l=1, ..., nr) (6) 


Donc, si les coordonnées zx, du vecteur a par rapport au système 
él, ..., & sont connues, les coordonnées x; de ce vecteur par rap- 
port au système a!, . .., a" se déterminent à partir de (6), et ce de 
façon unique, puisque le déterminant du système (6) n’est pas nul. 

On a prouvé que tout vecteur a € R, peut être développé suivant 
Les vecteurs de n'importe quel système linéairement indépendant a!, ... 
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-.., a", c'est-à-dire représenté sous la forme d'une somme (5), où 
Z;, - . ., Zn Sont des nombres définis à l’aide de (6), et ce de façon uni- 
que. 

Le système de vecteurs a!, . . .. a" s'appelle base de R, en ce 
sens que tout vecteur a € R, peut être représenté de façon unique 
par une combinaison linéaire (5) de ces vecteurs. On a démontré que 
tout système linéairement indépendant de n vecteurs de R, est une base 
de R;. 

Le système linéairement indépendant de m vecteurs 


L = 
a — (au,  . . Tim: di,m+i ee.) Gin) 


m 


a — (am e + +3 mm: Em,m+1) ee di): 


où m < n, n'est pas une base de R,. En effet, le rang de la matrice 
des coordonnées de ces vecteurs est égal à m. On admettra que les m 
premières colonnes de cette matrice forment un déterminant non nul. 
Elargissons cette matrice en lui ajoutant la ligne 


ati — (0, ..., 0, 4, 0,..., O), 


où 4 se trouve au (rm + 1)-ième rang. La matrice élargie est de rang 
m + 1 et par suite le système de vecteurs a!, ..., a”, a”*! est 
linéairement indépendant. Donc, le vecteur a”*! ne peut être une 
combinaison linéaire des vecteurs du système a!, ..., a" et ce 
système n’est pas une base de R,. 

Désignons par 


Gi Oise Qi 
la matrice des vecteurs (a!, ..., a”) ?). 
On passe de la base (it, ..., &") à la base (a!, . .., a’) à l’aide de la ma- 
trice À : 
n 
ah= S aps (k=1, ..., n), (7) 


s=1 


c'est-à-dire que le vecteur ak s'exprime en fonction du vecteur i* à l’aide de la 
k-ième ligne de la matrice 4. On passe inversement de (a, ..., a”) à (à, ... 
. it) à l’aide de la matrice inverse À 71 (voir $ 15, (9)) 


= 9 byal (s=1, ..., n), (8) 
. l=1 


3) La ou du texte en petits caractères qui suit est à recommander, car 
on se refère à (9) dans le paragraphe 17. 


S 
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dont les éléments sont donnés par les formules b,, — se , où 4/,est le cofacteur 


de l'élément a; de A (signalons que l'élément b,, s'exprime en fonction du 
cofacteur 4,, de ay,). Notons encore que 


ñn n n n n n 
a = >» zjal= Ÿ Lt = Di Ts ÿ bat= Ÿ (S beits) al, 
. l=1 s=1 s= 1 i=i I=1 s=1 
d’où 
n 
zi= S bits, (9) 
— 


c'est-à-dire qu'on passe des coordonnées (z,, . .., r,) aux coordonnées (xj. ... 
°.., Zn) à l'aide de la matrice 
(4-1) = (4*)"1, 

De (9) on voit que x; s'exprime en fonction de x, ..., zn à l’aide de la 
l-ième colonne de la matrice 4 -! ou de la l-ième ligne de l’adjointe (4-!)* 
de la matrice À -1. 

Les formules (6) 

n 
za= Gjszy (s—=1, ...,n) 
I=1 
nous disent qu’on passe de (zf, ..., xn) à (1, - .., zn) à l’aide de l’adjointe 
A* de la matrice 4, c'est-à-dire que z, s'exprime en fonction de xj, ..., zn 
à l’aide de la s-ième ligne de la matrice A* ou de la s-ième colonne de la matri- 


ce À. 
REDIARQUE, Au $ 14 on a vu qu'une matrice carrée arbitraire 


aa ++ din 
A = e + +. + (10) 


Gn1 --- Ann 
définissait un opérateur linéaire y = Az (TE R,,yE€R,) donné par 


n 
= Ÿ ahjz; (k=1,...,n) (11) 
=! 


La réciproque est aussi vraie: tout opérateur linéaire y = Az(E R,,y€R,) 
est défini par une matrice (10) telle que le vecteur y = Az s'exprime en fonc- 
tion du vecteur zx par les formules (11). 

En cffet, soit donné un opérateur linéaire quelconque y = 4x (z€ R,, 
y € R;). Représentons les images des vecteurs unités ë’ par À de la manière 
suivante : 


n 
A (5) = (ais Ggss +... Ans)= D) Ghsik (s=1,..., n). 
R=1 
En vertu de la linéarité de À, l’image de tout vecteur 


n 
z=rit+...+enit= À Tel 


s=1 
par À est un vecteur y défini par 


y=Az=A(S ni)= D 2 AG) D 2 D ani D (D our) it, 
s=1 s=1 sm Àk=i Re s=1 
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d'où il résulte que la k-ième composante de y est déterminée par la formule (11). 
Donc, l'opérateur À engendre une matrice (10) dont les éléments des colonnes 
sont les coordonnées des images des vecteurs unités par 4. 


EXEMPLE. Trouver la matrice de l'opérateur linéaire (transfor- 
mation) À qui consiste en une rotation des vecteurs de R,, issus de 
l'origine, d'un angle &« (0  & << x/2) dans le sens rétrograde. 


Fig. 142 


Prenons les vecteurs i! — (1, 0) et ë? = (0, 1) pour base. On 
a alors (fig. 142) 


A (it) = (cos «, sin a), 
A (42) = (—sin &, cos @). 
Donc, la matrice cherchée s'écrit 
coS@ —sin œ 


—— 
LL 


sin &@ cos & 


$ 17. Bases orthogonales de R;, 


On dit que deux vecteurs non nuls x et y de À, sont de même 
sens s’il existe un nombre À >> 0 tel que x — Ày. 

Tout vecteurx € R, non nul peut être normé, c'est-à-dire remplacé 
par un vecteur unité 


1 
= * ([y1=1) 


de même sens. 

On dit que deux vecteurs x et y de À, sont orthogonaux si leur 
produit scalaire est nul: (x, y) = 0. 

On dit qu'un système de vecteurs 


z',..., a ER, (1) 


est orthogonal si ses vecteurs sont deux à deux orthogonaux. Le sys- 
tème (1) est orthonormal (ou orthonormé) si 


4, k=1 
(z*, æl) = ôu = 


: per Glshen), 


\ 
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c'est-à-dire que tous les vecteurs de ce système sont des vecteurs 
unités deux à deux orthogonaux. Si le système de vecteurs (1) est 
orthogonal et si aucun d'eux n’est nul, en les normant on obtient 
manifestement un système orthonormal. Le système orthonormal (1) 
est linéairement indépendant. En effet, soit 


Aux! + Az? D... LaAz* = 0, 
où À,, ..., À, sont des nombres. En multipliant cette égalité 
scalairement par x° on obtient visiblement 
As (T2) = A0 (6—=1,.:.:%): 
Donc, un système orthonormal de x vecteurs est une base de R, 


et par suite tout vecteur a € R, peut être représenté par une combi- 
naison linéaire de la forme 


ñn 
a = ÿ Ant. (2) 
k=1 
En multipliant cette égalité scalairement par x°, on obtient 
(a, x) = À, (s—=1,...,n) 


et par suite 
n 
ae > (a, z')z*, Va£cR.. 
Le nombre (a, x“) (|x* | — 1!) s'appelle projection du vecteur a 
sur la direction du vecteur x”. 
Tuæsoreur. Un système orthonormal de vecteurs 
T'as a) (<n) 


peut être complété à une base orthonormale de R,. Autrement dit, on 
peut exhiber des vecteurs x**}, ..., x", tels que le système 


Dico d di sd (3) 
soit orthonormal et par suite soit une base de R,. 


DEMONSTRATION. Comme v << n, il existe dans R, un vecteur a 
linéairement indépendant de æx!, ..., x*. Alors 
Vv 


= À (a, #92 + 
hk= 


où y=0. Le vecteur y est orthogonal à tous les vecteurs 
z!, ..., x". En effet 


Qu, a9=(a— À (a 2)at, 2) (a, a)—(a 2)=0 (4) 


(S=1;:3,, 9%): 
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En normant y on obtient le vecteur 
1 
AN + = avti|l—1 
FA (l [= 1), 
et le système 
xl, ..., av, xŸ*i 


sera orthonpormal. Si v + 1 — n, on obtient une base de RÀ,, sinon 
on poursuit cette procédure. Au (7 — v)-ième pas on obtient la base 
(3) de R,. 

Le système des vecteurs unités des axes de À, : 


Î = (0, 0, 0,..., 0, 4) 


nous fournit un exemple de base orthonormale de À,. 


Tout vecteur a = (z,, ..., x,) E R, se décompose suivant les 
vecteurs unités de la manière suivante: 
n 
a=xit+ ... +ais 2 Tri", (5) 


où zx — (a, à*) (k — 1, ..., n) est la projection du vecteur a 
sur la direction du vecteur unité &”. 
Soit donné un système orthonormal de x vecteurs: 


ai — (ais ..) Gin) 
Re (6) 


a" ={(@,;,, ... Gun}: 
1.e. 


Poe api (k=1,...,n). (7) 


On passe des vecteurs (il, . . ., i”) aux vecteurs (a!, . .., a") à l’aide 
de la matrice 


A : (8) 
Ghi::5a 


autrement dit, le vecteur a“ s'exprime en fonction de i!, ..., à” 
à l’aide des éléments de la k-ième ligne de la matrice A. 

La matrice À est orthogonale, c'est-à-dire possède la propriété 
suivante : 


2 Ghadls = Ôn (k, l=i,...,n) (9) 


\ 
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En effet, le système at, ..., a" étant orthonormal, on a 


n LL 
ôn = (a", al)=(> Anal’ >» ayri) = 
s= 1 r=i 
n ñn n n 
= > 2 Ans@ir (à°, )= > AhsGirÔsr — -ÿ Ahsûis- (10) 
s=1 r= s=1 r=1 
On voit que us l'orthogonalité de la matrice (8) entraîne 
l'orthonormalité du système de vecteurs a!, . . ., a”, définis-par (ÿ). 
Ceci montre que Les formules (7), où || a;, || sont des matrices ortho- 
gonales quelconques, définissent toutes les bases orthonormales de R,;. 
Multiplions l'équation (7) scalairement par i!: 


(a*, il) = apr 
D'où 


n ñn 
== à (a, i')a! = 2 ana". (11) 


Donc, on passe de la base (a!, . .., a”) à la base (&!, . . ., à") à l’aide 
de la matrice A* adjointe de A. Comme les transformations (11) 
sont inverses des transformations (7) (voir $ 15), on a démontré 
incidemment que la matrice orthogonale A est douée de la remar- 
quable propriété suivante: 

Ai — A*. 
De (11) il s'ensuit que 


n n 
ôny = (i", à) — o CAT 2 ana’) = 
— Æ 


: 


ñn nr 
D ashar; (a, a’) — 2 Gspagte (12) 


r=1 


és 
Il 
CES 


Nous avons défini une matrice orthogonale comme une matrice 
dont les vecteurs lignes sont des vecteurs unités deux à deux ortho- 
gonaux. De cette définition il s'ensuit automatiquement que les 
vecteurs colonnes d’une matrice orthogonale sont aussi des vecteurs 
unités deux à deux orthogonaux (voir (12)). 

On passe de (21, .- .., zn) à (x, . . ., Zn) à l’aide de la matrice 
(voir (9), $ 16, x’ — Ax) 


(A*)-1 = A#* = À, 


n 
c’est-à-dire que (en admettant que «a — >, xja!) 
(=1 


TI ou à dists- (13) 
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On passe inversement de (x;, ..., Zn) à (z1, . . ., 2h) à l’aide 
de la matrice A* adjointe de A (voir (6), $ 16), c’est-à-dire que 


z,= D GiTi- 
(=1 
Signalons que le déterminant d’une matrice orthogonale (voir 
(6)) est égal à 1 en module: [| A || = [| aus || = 1. 
Ceci résulte de ce que 


100...0 

C 010...0 
JAF=laullasl=15 ans@is| = a À == 1. 

000 1 


On admet ici que l’élément y,, du produit des déterminants est égal 

à la somme des produits des éléments de la k-ième ligne par les éle- 

ments correspondants de la i-ième ligne (voir $ 2, propriété j)). 
Signalons encore que le déterminant formé avec les coordonnées 


des vecteurs de la base £!, . . ., à" est égal à 1: 
100...0 
010...01 1. 
000... 
Si une base orthogonale a, ..., a" possède un déterminant 
| À | = 1 (voir (6)), on dit qu'elle est orientée comme la base i!, ... 
-.. . Si | À | = —1, elle est orientée dans le sens inverse. Ces 


définitions sont compatibles avec celles énoncées au $ 11 pour les 
dimensions deux et trois. 


REMARQUE. Si l’on avait porté les coordonnées du vecteur a“ 
relatives à la base (£&!, . .., &") dans la k-ième colonne de la ma- 
trice À (voir (8)), on serait passé des coordonnées du vecteur x’ à celles 
du vecteur x à l’aide des lignes de la matrice A. Dans la formule (13), 
on serait passé de x à x’ à l’aide de la matrice A*. 


$ 18. Propriétés invariantes des produits scalaire et vectoriel 


REMARQUE. Soient donnés dans À; deux systèmes de coordonnées 
rectangulaires (x;, z°, xs) et (Y:, Y:, y2:) de vecteurs unités respectifs 
(ë&!, &*, &*) et (j!, 7°, j°). Soit 


3 
= 2 ani (k=1, 2, 8) (1) 


D 


\ 
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(cf. (7) et (13), $ 17). Alors la matrice 


A= [ ŒRhs I 
est orthogonale et (cf. (13), $ 17) 
3 
\ 
UL: = 2 ŒusTs (l— 1, 2, 3). (2) 


Un même point de l’espace possède les coordonnées (x;, Z+, 3) 
dans le premier système et (y,, y., y:) dans le second. Les formules 
de changement des coordonnées (c’est-à-dire le passage de (x,, x, x3) 
à (Y1: Y2. Y3)) sont exactement les mêmes que les formules de pas- 
sage du système de vecteurs unités (i!, &*, &*) au système (j!, j°, j*). 
Dans les deux cas on se sert de la même matrice orthogonale (voir 
(13) et (7), $ 17) 

A = Il Gi Il, 


dans le premier, pour passer du système de nombres (x,, Z:, xs) au 
système (ÿ;, Y+, Ys), dans le second, pour passer du système 
(&!, i°, 5) au système (j!, j°, j°). 

Voici la définition générale d’un vecteur en calcul tensoriel. 


On appelle vecteur de R: un être exprimé dans chaque système de 
coordonnées rectangulaires par un triplet de nombres qui se transforme 
de la même manière (et à l’aide de la même matrice) que les triplets de 
vecteurs unités des systèmes de coordonnées respectifs. 


Cette terminologie est également en usage dans R,. 


Soient a et b des vecteurs de R; définis dans des systèmes de coordonnées 
de vecteurs unités (ë!, &°, &) et (j!, 7°, j°) de la manière suivante: 


aa, it+ a, +a, i=a, j+a, j°+a,j, 
b=b, it + be + bb, +0, +0, j9. 
On a l'égalité 
3 3 
(a, b)= 7 axbx,= à Gyr0yr 
Li) r= 


qui dit que le produit scalaire est invariant par les changements des systèmes de 
coordonnées rectangulaires. 

En effet, les systèmes (&!, &°, &*) et (7. 7°, 7°) étant orthonormaux, l'on 
passe de l’un à l’autre à l’aide des formules (1). où || &, || est une matrice ortho- 
gonale. Les coordonnées (a,,, a,., a.) du vecteur & se transforment en les 


coordonnées (a,,,, Ayo Ays) à l’aide de la même matrice (voir (2)). Donc 
3 3 3 K | 

D Guravr= D (D) Grsexs D arvbxy)= 

ri r=i s=1 v=1i 


3 3 3 3 
= > » ax Dry C2 Grsarv) = 2 ax 0x, = (a, b). (3) 
r= s= 
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Nous avons montré l’invariance du produit scalaire (a, b) par voie de calcul. 
Du reste, de la définition géométrique du produit scalaire des vecteurs qui dit 
que (a, b) = | b|-pr, à il s'ensuit immédiatement que ce nombre est un inva- 
riant, puisque cette définition est intrinsèque, c'est-à-dire n’est liée à aucun 
système de coordonnées. 

S'agissant du produit vectoriel & X b, il est invariant par tout changement 
des systèmes de coordonnées rectangulaires conservant l'orientation. Dans les 
systèmes de vecteurs unités (ë!, &?, &) et (J!, j°, j°), les produits vectoriels 
s'expriment comme suit: 


ël LS 


L- 
[a X BJ, ét, # — de dx, Ge, : 
= 


br, + 3 
OS CR à 
[a X b] us FPT &,; ls As : 
CA b,, Vs 
En vertu des formules (1) et (2) 
3 3 3 
>, Œysis D Gesi* Y Ggsi* 
s=1 s=1 sm 
3 3 3 
l&X6] h, s, = pe Lisdxs à Lesax, ÿ» Lysdx, | = 
s=1 s=1 smi 
3 3 3 
à Œisbx, D Geslx, > Gsbx, 
«= 1 s=1 s=1 
il oi y 2 13 il 
—| dx, x, x, || 1 es Les | — +| 4, d,, x, |= +{[axb] FAC (4) 
b,. b,, b.. Œs1  Aso Asa b.. b,, be, 


où l’on prend le signe + ou — selon que le déterminant | «y, | est égal à +1 
ou —4, ou ce qui revient au même selon que le changement de coordonnées 
modifie ou non l'orientation. 

Lors du produit des déterminants on s’est servi de la règle suivante: l'élé- 
ment y;, de la matrice du produit || ÿys, || est le produit de la i-ième ligne du 
premier déterminant par la k-ième colonne du second (voir $ 2, propriété j)). 

Ainsi, nous avons montré par des calculs que Le produit vectoriel de deux 
vecteurs est invariant par les changements des systèmes de coordonnées rectangulaires 
conservant l'orientation. 

Les formules (3) et (4) sont intéressantes par ce qu’elles se généralisent 


au cas où a est le vecteur symbolique y = (se qui joue un rôle 
1 2 


fondamental en analyse. 


29—-0622 
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$ 19. Changement des systèmes 
de coordonnées rectangulaires dans le plan 


Considérons un plan R, rapporté à un système de coordonnées 
rectangulaires (zx,, x.). Soient 
it — (1, O0), &° — (0, 1) 


fes vecteurs unités des axes Or, et Ox,. Les vecteurs unités ü! et i° 
lorment une base orthonormale de R.. 


Fig. 143 Fig. 144 


Tout vecteur unité b! peut être mis sous la forme: 
b — (cos «, sina) (0<a< 2x). 
Le vecteur unité orthogonal à b!', vecteur que nous désigne- 
rons par b°, fait avec l’axe Oz, un angle de a+ ou dea— +. 
Comme 


PL L 2 L IH 

cos (a++)= sin Œ, sin (a++)=cos a, 
T . ‘ 1‘ 

cos (a—+ = SI1D ©, sin (a—+ —= — COS, 


les systèmes orthonormaux (b', b*) de R, sont tous définis soit par 
les égalités (fig. 143) 


bi—itcos ati sin «, 
(0 & << 27) (1°) 


Qi 


2= —itsina+ti cos & 


qui correspondent à une rotation d’un angle & autour de l'origine 
des coordonnées sans changement de l'orientation, soit par les éga- 
lités (fig: 144) 


bi—itcosa+isin a, ; 
(17) 


2—i;1sina—1{i cos & 
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qui correspondent à une rotation d'un angle & autour de l'origine 
des coordonnées avec changement de l'orientation. 

Ces deux formules de changement se combinent en la formule sui- 
vante : 


b! — GjË! + ist. 


é ; “ 1 
b- — Are. —L Œaol”. ( ) 
où la matrice 
is Lie 
À == (2) 
ai A2 


est orthogonale (la somme des carrés des éléments de toute ligne 
ou de toute colonne est égale à 1, quant au produit scalaire de deux 
lignes ou de deux colonnes différentes il est nul). 

Toute transformation orthogonale (1) est en fait une transfor- 
mation (1’) ou (1”) pour un certain «@. 

De (1) il s'ensuit, compte tenu de l'orthogonalité de la matrice 
(2), que 


il = 101 + 2102, 3 
L° —= (e 4 2 + Goo0?, ) 
et l'on obtient la transformation inverse de (1), dont la matrice 


Œus 
11 21 — À* 


Az Lo 
est adjointe de A. 

Soit un vecteur arbitraire a € R.. Supposons que ses coordonnées 
respectives dans l’ancien et le nouveau système de coordonnées 
sont (z:1, z2) et (x, x). Alors 

a = ti + ai = zx b + x,b°. (4) 
Les formules (3) et (4) nous donnent 
zb + zh = 21 (nd + and) + ze (miebt + 30°) — 
= (xls + Quote) O7 + (2121 + Gaara) 07. 
En identifiant les termes des deux membres on obtient 
Ty = AT4 + AyoTos (5) 
TZ, = QoiTs + AooT 9. 
Les formules (1) et (4) nous donnent 
Tiùt HT = Ta (Œuiè + Quob) + Ts (nid + Gonb) = 
= (@its + Goits) À + (GiaZs + Gas) É?, 


29° 
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d’où par identification des coefficients en ë! et &”. l’on obtient les 
formules inverses de (5): 


’ (4 
Ty = QT À- (e TE (6) 
Ta = LiaTi + Arte. 


Si en plus du changement (6) on transporte l’origine des coor- 
données en un point O" = (x, x°), alors les formules (6) se compli- 
quent et deviennent 

as rl Pa | 

Ti = LS + Ait + Giles 
0 ‘’ ‘ 

To = Le + Qyola + Goal. 


(7) 


Ainsi, tout passage des coordonnées (x,, z,) aux coordonnées 
(& z,) avec translation de l’origine du système (x;, x.) en un point 
O" = (x°, x°) s'exprime par les formules (7), où la matrice 
Œis Loi 
Li2 Le 


est orthogonale. 


Les formules de passage des anciennes coordonnées aux nouvelles 
s’écrivent 


T,=I + I, COS &— TX, Sin &, ., 
To = Xo + Ti Sin & + x, COS a (D) 
si l'orientation est conservée, et 
Ti = X{ -r TI; COS & +- x, Sin @, . 
Ta = 2 + TZ Sinœ—2x, COS a () 


si l’orientation est modifiée (les matrices des coefficients en x, et x, 


des formules (7°) et (7”) sont les transposées respectives des matrices 
de (1’}) et (1”)). 


$ 20. Sous-espaces vectoriels de R, 


Un ensemble L de R, (L € R;) s'appelle sous-espace vectoriel de 
l’espace R, ou simplement sous-espace de R, si l'appartenance de 
deux vecteurs quelconques x et y à L (x, y € L)entraïne automatique- 
ment l'appartenance du vecteur ax + fy à L (ax + By € L), où 
a et B sont des nombres. Un sous-espace L est à m dimensions s’il 
contient un système de m vecteurs a!, ..., a” linéairement indé- 
pendants et aucun système de m +1 vecteurs linéairement indé- 
pendants. 

Donc, si a est un vecteur de L, alors le système a!, . .., a",a 
est linéairement dépendant, autrement dit il existe un système de 
nombres non tous nuls À,, . .., Am; Am+1 tel que 


Mal LH... + Ame + Ame = 0. (1) 
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Le nombre À,+1 = 0, sinon on aurait 
Mat +...+4,a7 = 0, 


etA =... — Àm = 0 par suite de l'indépendance linéaire du sys- 


tème a!, ..., a”. Donc, l'équation (1) est résoluble en a: 


Ha” Hess + Um (Us = —Às/hm): (2) 
c'est-à-dire représentable par une combinaison linéaire des vecteurs 
a!,..., a". Par ailleurs, toute combinaison linéaire de la forme (2) 
appartient à L, puisque L est un sous-espace. En ce sens, on dit que 
le système a!, . .., a" est une base de L. I] est évident que tout 
autre système de vecteurs linéairement indépendants b!, ..., b” 
de L est une base de Z. 

Si l’on développe les vecteurs b° suivant les vecteurs a!. ... 
. a", on obtient 
m 


b— TS ba (k=1,...,m). 
s=1 


Par les mêmes raisonnements qu’au $ 16 pour R, (mais en changeant 
i’ et a* respectivement par a° et b*) on démontre que le système 
b!, ..., b" est linéairement indépendant si et seulement si le dé- 
terminant |b:, |=£ O0 et que tout système indépendant composé 
de Z (1-< m) vecteurs ne peut être une base de Z. 

L'espace À, peut être considéré comme un sous-espace de R, 
à nr dimensions. 

L'ensemble constitué du seul vecteur 0 est un sous-espace vecto- 
riel («0 + BO — 0). On dit qu'il est de dimension zéro. Le vecteur 0 
ne forme pas un système linéairement indépendant: de l'égalité 
A0 = 0, où À est un nombre, il ne s'ensuit pas forcément que À 
est nul. 

Si un vecteur x° # 0, l’ensemble des vecteurs de la forme Àx!, 
où À est un nombre arbitraire, est un sous-espace à une dimension. 
Pour base de cet espace, on peut prendre le vecteur æx°. 

Soit ZL un sous-espace de R,. On dira qu’un vecteur v € R, est 
orthogonal à L s’il l’est à tout vecteur uw € L. Soit L’ l’ensemble de 
tous les vecteurs orthogonaux à L. L’ensemble L’ est un sous-espace 
de R,. En effet, soient v, v EL’. On a 


(vo, u)=0, VuelL; 
(v', u)=0, Vue L. 
Alors, pour tous nombres «,f 
(av +o’, u)=a(v, u) +B(v',u) =0, VuezL, 
i.e. av + fo’ E€ L'. 
Par définition, un sous-espace L’ € R, est orthogonal à un sous- 


espace donné L € R, si L’ est l’ensemble de tous les vecteurs ortho- 
æonaux à L. 
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On démontre plus bas un théorème qui met en lumière la struc- 
ture de tout sous-espace L € R, et du sous-espace L’ € R, qui lui 
est orthogonal. De ce théorème il s’ensuit en particulier que si L’ 
est orthogonal à L. alors inversement L est orthogonal à L. 


TH£OREME 1.Soit L un sous-espace différent de R, et du sous-espace 
nul. Alors: 


a) il existe un entier m vérifiant la relation 


1<m<n, (3) 
et une base orthonormale 
a}, ..., a” (à) 


dans L; si l'on prolonge cette base par un procédé quelconque à une 
base orthonormale de R, 


asc at at... à, (5) 
alors le sous-espace L' muni de la base 
ar” ;::5,a (6) 


possède les propriétés suivantes: 
b) L’ est orthogonal à L: 
c) L est orthogonal à L'; 
d) tout vecteur a € R, se représente par la somme 


=u +0, 
oùuEL,vEL’,et ce de façon unique. 


DEMONSTRATION. Par hypothèse, L n’est pas un sous-espace nul, 
donc il existe dans ZL un vecteur x non nul. En normant ce vecteur, 
on obtient le vecteur unité 
ni. 

Iæ| 


Désignons par a* un vecteur unité (s’il existe) de Z orthogonal 
à a!(|a? | = 1, (a°, a!) = 0). Désignons maintenant par a° un 
vecteur unité (s’il existe) de Z orthogonal à a! et à a? ([a’ | — 1, 
(a*, a!) = (a*, a*) = 0). Ce processus prend fin en m pas, où m véri- 
fie la relation (3), autrement dit il existe un système orthonormal de 
vecteurs (4) appartenant à L, et L ne contient aucun vecteur unité 
orthogonal à a!, ..., a”. En effet, m > 1 car à fortiori a € Z. 
D'autre part, m = n. Si m = n, les vecteurs a!, ..., La appartien- 


ai — 


draient à ZL avec toutes les combinaisons linéaires ÿ Aa", et L 


serait confondu avec R,, ce qui est contraire à |” hypothèse. Le systè- 
me orthonormal a!, ..., a" obtenu est une base de L. En effet, 
les vecteurs al. . .., a” appartiennent à L avec toutes leurs combi- 
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naisons linéaires > Aa”. Mais L ne contient pas d’autres vecteurs, 


car si l’on admet où ‘il existe un vecteur a € L qui ne soit pas une 


telle combinaison linéaire, alors a pourrait être représenté par une 
somme 


= À (a, a!)at+y, (7) 


où y += 0. Comme les vecteurs a et a* appartiennent au sous-espace 
L, ceci nous amènerait à conclure que le vecteur 


y=a— À (a, a) a* 
h=1 
appartient aussi à L. Or, le vecteur y est orthogonal à tous les a 
(s = 1, ..., m) (cf. $ 17, (4)). Le vecteur 
ne 
appartiendrait aussi à L et serait orthogonal à tous les a“ (k — 1, ... 
., m), ce qui est impossible. Ceci prouve la proposition a) du théo- 
rème. 
La complémentation du système orthonormal (4) à la base ortho- 
normale (5) se fait à l’aide du théorème 1, $ 17. Désignons par L’ le 
ñn 


sous-espace de toutes les combinaisons linéaires ou — >, pra* 
kesm+i 
des vecteurs du système (6). Chacun de ces vecteurs est visiblement 


orthogonal à tout vecteur uw € L qui se représente par la somme 


u — D} Ana". D'autre part, si a € R, est un vecteur quelconque 


orthogonal a tous les vecteurs u € L, en particulier à at, ..., a”, 
alors son développement suivant la base (5) est de la forme 
ñn 


© 

a = à (a, a*“)a*= Ÿ, (a, a) a, 
R=1 Rk=m+i 

c'est-à-dire que a € L’. Ceci prouve la proposition b) du théorème. 


m 
Tout vecteur w = > Aa“ € L est orthogonal à tous les vecteurs 
K=1 


U — à _ Hxa RÇL'. Si l’on sait qu’un vecteur a— 2 (a, a*)-a* 
k= 


est dr thoronal à tous les vecteurs de Z”, Éctanment à a*i, 


a", alors a=Ÿ (a, a“)a", ie. a€L. Ceci prouve la propo- 
k=i 
sition cC). 


456 PLEMENTS D’'ALGBBRE LINEAIRE ET DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE [CH. 19 


Enfin, si a € R, est un vecteur arbitraire, on peut le représenter 
d'une seule façon sous la forme d’une somme 


n 
a= ÿ (a, a‘)a*=u+r, 
K=1 


m 
u— à (a, a*)a*EL, de; 2, (a a!*)a“€L’. 
m 


Ceci achève la démonstration du théorème 1. 

THeoReME 2. Soit L'un sous-espace à m dimensions de R,. Alors 
le sous-espace L' € R, orthogonal à L est à n — m dimensions et de 
plus L est à son tour orthogonal à L'. 


DEMONSTRATION. Si Lest différent de À, et du sous-espace nul, 
ce théorème est de toute évidence exprimé dans le théorème 14. 
Si dans l’énoncé du théorème 1, on s’affranchit de tout ce qui con- 
cerne les bases (4), (5) et (6), on obtient le théorème 2. 

Supposons que ZL est un sous-espace nul. Tout vecteur a€£ R, 
étant orthogonal à 0, on a L’ — R, et la dimension de À, est 
n—0=— n. Inversement, le vecteur 0 est orthogonal à tous les vecteurs 
aE£ R, = L'. Il n'existe pas d’autres vecteurs orthogonaux à tous les 
vecteurs de R,, car tout vecteur différent de 0 n'est pas orthogonal 
à lui-même. Nous avons montré que ZL est orthogonal à L’. 

Si L = R,, on raisonne de façon analogue. 


CoROLLAIRE. Soit donné un système de vecteurs 
LA Ne lee (9) 
et soit L' le sous-espace des vecteurs © orthogonaux à ce système 
(v, z')=0 (k—1,..., m). 


Soit d'autre part un vecteur a orthogonal à tous les vecteurs v, c'est-à- 
dire au sous-espace L'. Alors a est une combinaison linéaire des vecteurs 


du système (9) NH 
K=1 


DEMONSTRATION. Considérons le sous-espace L de toutes les com- 
binaisons linéaires des vecteurs du système (9), autrement dit tout 
vecteur w € L est une combinaison linéaire 


m 
u= }, Ant. 
LEE | 


On dira aussi que le sous-espace L est engendré par les vecteurs du 
système (9). 
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Les vecteurs © € L’ étant orthogonaux à ceux du système (9), 
ils le sont visiblement à tout vecteur uw € L. Ceci indique que le 
sous-espace L’ est orthogonal à L. Donc, d’après le théorème 2, L 
est aussi orthogonal à L’, autrement dit L est composé de fous les 
vecteurs uw orthogonaux à L’. Par hypothèse, a est un tel vecteur et 
par suite est une combinaison linéaire des vecteurs du système (9). 


$ 21. Théorèmes de type Fredholm 


Dans ce paragraphe on expose la théorie des équations linéaires 
parallèlement à la théorie développée au $ 4. 

Cette théorie ne fait pas appel aux déterminants: ceux-ci ne figu- 
rent pas explicitement dans les énoncés. Son avantage est d’avoir 
servi de base et d’analogue à de nombreuses généralisations en analyse 
mathématique, dont les premières et plus importantes sont dues 
à Fredholm !). 

Nous considérons de nouveau un opérateur linéaire À (voir $ 45): 


y = Az (ER), (1) 
qui associe à tout vecteur x € R, un vecteur y € R, à l’aide des égali- 
tés 

nr 


n=ù durs. G=l;:::;n). (2) 


Ici 


A = Il Gis | =... (3) 

An1 An2 + Ann 
est une matrice carrée donnée. L'’adjoint de À est l'opérateur A* : 
y=A*xz (xER,), (4*) 


défini par la matrice 


Af=l-..-..-.-.. (3*) 
din on --:- nn 
adjointe de la matrice (2). On a 


n 


y= D ay (=1h...n), (2*) 
(1 


autrement dit la composante y, s'exprime en fonction des coordon- 
nées du vecteur x à l'aide de la j-ième ligne de la matrice A* ou de 
la j-ième colonne de la matrice À. 


1) Jvar Fredholm, mathématicien suédois (186-1927). 
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On a l'égalité 
(Az, z) = (x, A*z), Vz, z2£€R,. (4) 
En effet 


(Az, z) = 2 a) Œ isTs )a=X = ( dis) To = (x, A*z). 
L'égalité ” est caractéristique de SE adjoint, car si 


pour un opérateur linéaire B on avait 


(Az, z) = (x, Bz), Vxz, zE€R,, (5) 
alors nécessairement B = A*. En effet (B = || b;4 ||), 


(z, Bz) — ea à butits = 2 2 buts: 
De (5) il résulte que 
2 È Œislsïi — à à bureau, Vx, zER;, (6) 
d'où a;, = bu (i, Ss = 1, ..., n), ce qu'on vérifie immédiatement 
en faisantz — (0, . ,0, 4, 0, , Ojet z = (0, ..., 0, 1, 0,. 


, 0) dans (6), l'unité se trouvant au s-ième rang dans æ et au 
i-ième dans z 

Donc, on peut définir l'adjoint A* d'un opérateur linéaire À comme 
un opérateur linéaire justiciable de l'égalité (4). 

Les égalités (1) et (1*) peuvent être traitées comme des équations: 
on donne un vecteur y € R, et on cherche un vecteur x € R, véri- 
fiant (4) ou (1*). 

Les équations homogènes correspondantes s’écrivent 


ou 
à aisls = Ù (= 1; .. n), (2) 

et 
A*z = 0 (1°) 

ou 
a az = 0 (j = 1, 7 n). (25) 


Désignons par L l’image de l'espace R, par l'opérateur À: 
L = A (R;), 
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et par L’ le sous-espace des vecteurs z vérifiant l'équation homogène 
adjointe (1%). 

Nous avons qualifié L’ de sous-espace, car il contient des vecteurs 
z, z' avec leur combinaison linéaire az + fz’, où « et B sont des 
nombres : 


A* (az + Pz') = aA*z + BA*z = 0. 


L est aussi un sous-espace, car si y, y’ € L, alors il existe des vecteurs 
z, æ'E R,, tels que y — Az, y’ = Ar’ et par suite 


ay + By’ = aAx + PAz’ = À (ar + Br’), 


c'est-à-dire que ay + By’ € L. 
On a le lemme suivant (voir $ 20, théorème 2). 


LEMME. Les sous-espaces L et L' sont mutuellement orthogonaux, 
autrement dit L' est l’ensemble de tous les vecteurs z orthogonaux à L, 
et L celui de tous les vecteurs y orthogonaux à L'. Si L est de dimension 
k, L' est de dimension n — k. 


D£EMONSTRATION. Considérons l'égalité 
(Az, z) = (x, A*z), (7) 


valable pour tous les x, z € R,. Supposons que z est orthogonal à L; 
le premier membre de (7) est alors nul pour tous les x € R,, donc lè 
second l’est aussi pour tous les x € R, et en particulier pour xz — 
= A*z: 


(A*z, A*z) = 0. 


Par suite, 4A*z — 0. Nous avons ainsi prouvé que si un vecteur z 
est orthogonal à L, il vérifie alors l'équation A*z = 0 (i.e. z€ L'). 

Supposons inversement qu’un vecteur z est solution de l’équation 
A*z = 0. Ce vecteur annule le second membre de (7) quel que soit 
æ, donc il annule le premier. Par conséquent, il est orthogonal à tous 
les vecteurs Az, i.e. à tous les vecteurs y € L ou encore au sous-espa- 
ce L. 

Nous avons prouvé que Z’ est l’ensemble de tous les vecteurs z 
orthogonaux au sous-espace L. Mais alors le théorème 2 du $ 20 
nous dit qu’inversement L est l'ensemble de tous les vecteurs y ortho- 
gonaux à L’ et la somme des dimensions de Z et de L’ est n. Ceci 
achève la démonstration du lemme. 

On a le théorème suivant. 


TH£oresME 4. Etant donné un vecteur y € R,, une condition néces- 
saire et suffisante pour que l'équation 


y = Az (1°) 
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admette une solution est que le vecteur y soit orthogonal à tous Les vec- 
teurs z, satisfaisant l'équation adjointe homogène 


A*z = (. (15) 
La solution x de l'équation (1), si elle existe, se représente par la somme 
z=x +u, 
où x° est une solution particulière de l'équation (1), et u une solution 
quelconque de l'équation homogène 
Au = (. (40) 
Toute somme x° + u est solution de (1°). 


DEMOXSTRATION. En vertu du lemme 1, si L = A(R,) et L’ 
est l’ensemble de tous les z vérifiant l'équation 4*z — 0, alors L 
et L’ sont des sous-espaces mutuellement orthogonaux. Si pour y 
l'équation (1) admet une solution, alors y € L et tous les 2€ L’ 
sont nécessairement orthogonaux à y. Si y est orthogonal à tous les 
z € L’, alors y € L, autrement dit il existe un x pour lequel y — Az. 

Supposons maintenant que l'équation (4”) admet une solution x°: 

y = Az. 
Il est alors évident que la somme x° + u, où Au = 0, est aussi 
solution de l'équation (1°): 
A(x+u) = Ar + Au = y + 0 = y. 
Inversement, si æ est une solution arbitraire de l’équation (1°) et 
æx° une solution particulière déterminée, alors 


y = Ax, y = Ax, 
et par suite 
0 — Az — Ax° = À (x — x°) = Au, 
où u = zx — x, i.e. x — x° + u, où u est solution de l’équation 

Au = (. 
REMARQUE. Mettons en évidence le lien qui relie le théorème 1 
à la théorie de Kronecker-Capelli sur l’exemple de l’espace R:. 


Supposons qu’un vecteur y = (y,, y.) est orthogonal à toutes les 
solutions du système 


121 + Goy22 = 0, 

(8) 
Ay221 + A222a = 0. 

Montrons alors que la matrice À et la matrice élargie 

dis die Vi 

Goy A22 Ye 


B = 
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ont des rangs égaux. Si rang À = 2, il est évident que rang B — 
Supposons que rang À = 1. On a toujours rang B > rang À — 
Jl nous faut donc montrer que 


> (D 


dy Y1 


Go U: 


Age Hi 
Qs2 V2 
En effet, le vecteur y étant orthogonal à toutes les solutions (non 


triviales) du système (8), il vient que y,z, + y:z, = 0. Donc, si 
l’on admet que z, 0, on obtient 


——— 


{ —= 


= 0 A, = 


CÉCE 


— 2 2 _ 
À = Gyiÿe — GasYi = Gisÿe + Gus es (ai121 + @2522) = 0, 


L 2 
“1 


Yosse Yo 


A2 = Gyoÿe — Gooÿi = Geo + Ge 


D'où il suit que rang B = rang À = 1. 

Inversement, supposons que y = (y,, y.) est un vecteur tel que 
rang B = rang À. Alors l’équation (1) admet une solution (x,, x.). 
Montrons que y est orthogonal à toutes les solutions z = (z,, 2:) 
du système (8). En effet, 

Yi + Yere = (Qui + Mots) 4 + (Gaiti + Gsote) 22 = 


= (@112 + Go129) Li + (Go21 + G2o29) Te = On + Dre = 0. 
THÉOREME 2. Les équations homogènes 


Az = 0 (10) 
et 
A*z = 0 (45) 


admettent le même nombre de solutions linéairement indépendantes. 

Si en particulier l’une de ces équations n'admet que la solution 
triviale 0, c'est-à-dire aucune solution indépendante, il en sera de 
même de l'autre. 


REMARQUE. L’équation (1) admet une solution unique dans le 
dernier cas. 


D£EMONSTRATION. Les matrices À et A* sont de même rang k et 
ont même déterminant A. 

Si k = n, alors A 0 et les équations (4,4) et (16) n’admettent 
que la solution triviale 0. Dans ce cas, le théorème 4 nous dit que 
l'équation (1) admet une solution unique quel que soit y € R,. 


Supposons maintenant que 14 < 4 << n. Renumérotons les varia- 
bles z, de telle sorte que 


Gi: ee ik 


&kh: ee GRR 


7 0. 
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Ecrivons les À premières équations (1,) sous la forme 


mr co. 7 GRTh = — Gi, RHATRHI — +. — Gin) 


Ap4Ts + cc. TT ŒRRTR = Oh, RHATREI — ee — EpnTn: 
Considérons les nr —k vecteurs 
1 
Dr, sam 1022250) 


M2, 2 ms OL, Or 522 0) 


D = (nn ces, 2 0e: 0, À) 


(10) 


Pour obtenir le premier vecteur on porte 
Th+1 = À, Zato = 0, -.., z = 0 


dans le système (9) et on le résout par rapport à x,, ..., z,. Dési- 
gnons par z;, ..., zx les solutions uniques obtenues. Pour obtenir 
le deuxième vecteur, on porte 


Zy+1 = 0, Th+o = À, Zh+s = 0, ..., x = 0 


dans (9) et l’on trouve les solutions z?, . .., xi, et ainsi de suite. 
Les vecteurs (10) sont doués des propriétés suivantes: 

1) Le système de vecteurs (10) est linéairement indépendant, car 
le rang de sa matrice est égal au nombre des vecteurs u = n — k. 

2) Chaque vecteur du système (10) est solution de l’une quelcon- 
que des équations (1,) ou Az = 0. 

3) Les solutions de l'équation Az = 0 sont toutes de la forme 


Mai... + Anna" h, 


OÙ À + + +» Ân-rx Sont des nombres arbitraires. 

On exprime ces trois propositions en disant que l'équation 
(4,) admet nr — k solutions linéairement indépendantes. 

Par des raisonnements analogues et en tenant compte de ce 
que rang À = rang A*, on démontre que l’équation A*x — 0 admet 
aussi 72 — k solutions linéairement indépendantes. C.q.f.d. 


Tæeor£ME 3. Si l’une des équations homogènes (1,) ou (15) admet 
k solutions linéairement indépendantes, alors l'autre en admet aussi 
k; les images L = A (R,) et L* = A* (R,) de R, par les opérateurs 
A et A* sont des sous-espaces à n — k dimensions. 


DEMONSTRATION. La première proposition fait l’objet du théorè- 
me 2, la seconde, du lemme 1 qui dit que le sous-espace ZL est à nr — k 
dimensions, où # est la dimension du sous-espace ZL” des vecteurs z, 
solutions de l’équation A*z = 0. De façon analogue, le sous-espace 
L* est à n — k dimensions, où Æ est le nombre de dimensions du 
sous-espace des vecteurs uw vérifiant l'équation Au = 0. 
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$ 22. Opérateur autoadijoint. Forme quadratique 
L'opérateur linéaire 


n 
Ya = DES (k=1, ...,n) (1) 
ou de façon plus concise 
y = Az (xER,, y € R)) (2) 


est dit autoadjoint ou hermitien s’il est égal à son adjoint, c'est-à-dire 
si 


Az = A*z, VxzEeR,, (3) 
en d’autres termes, si la matrice À est symétrique: 
Gr —= ik (k, L= 4, e « …, n) (4) 


(voir (3) et (3*), $ 21). 
L'opérateur À est justiciable de l'égalité caractéristique 


(x, Az) = (Az, 2), Vz, z£€R, 
(voir $ 21, (4)). Il est évident que 


n R n n 
(æ, Az) = 2,7 x Dont à À GTR (arr = ax). (4) 


L'expression du second membre de (4) s'appelle forme quadra- 
tique d'ordre n. C'est une fonction ne du vecteur x ou ce qui 
revient au même des variables z,, ... 

On étudiera cette fonction sur l'ensemble S” de valeurs des vecteurs 
z de norme un (|æ | — 4). L'ensemble $S est une sphère de R,, 
de rayon 1 et de centre 0. L'ensemble S est borné. Il est également 
fermé !), c’est-à-dire que si les points d'une suite {æV} (v = 1,2,...) 


appartiennent à S (|[xY | = 1, v = 1, 2, ...) et si cette suite con- 
verge vers un point æ € A, (eV +2, v — co), alors x° ES, i.e. 
|æ 1=1, car [1— 12 =2a l—- 1e N<lIz —-æ 1-0, 
d'où |zx° | = 1 


Calculons le maximum de la forme quadratique (4’) sur la sphe- 
re S. La forme (4) étant une fonction continue sur un ensemble 
borné fermé, son maximum est réalisé pour un vecteur unité x!. 
Soit À, ce maximum: 


à = (47°, x) > (4x, x), Vz:|z|=1. (5) 


Considérons le sous-espace L’ orthogonal au vecteur x!, c'est-à-dire . 
l'ensemble de tous les vecteurs v orthogonaux à z!. Soit v° un vecteur 


1) Voir chap. 8, & 12. 
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unité de Z’. Le vecteur 
cos a-æ! + sin &: v° 
dépend de & et sa norme est égale à un: 
| cos a-x! + sin a-c° | — 
= (cos a-x! + sin &- 0°, cos a-x! + sin &- v°)1/ 
— (cos® & + sinf «)!/° = 1. 


Pour &« = 0, ce vecteur se confond avec æ!. Mais alors la fonc- 
tion 
vw (&œ) = (À (cos a-x! + sin &- v°), cos &-x! + sin a- vu!) 


atteint son maximum au point &œ = O0 (ÿ (0) = (Azx!, x!)) et en 
vertu de la condition nécessaire d’extrémum 


Ÿ' (0) = 0. 
Calculons cette dérivée. On a 
4 (&œ) = cos? & (Azx!, x!) + sin 2x (Az!, v°) + sin° & (Av, v°). 
Donc 
®’ (œ) — —sin 2a (Azx!, x!) + 2 cos 24 (Az!, &°) + 
+ sin 24 (Av, c&°) 
” 4" (0) = 2 (Az!, v°) = 0. 


On voit que le vecteur Az! est orthogonal à tout vecteur unite 
ot € L’. donc à tout vecteur v € L’. Alors Ax! diffère de x! d’un 
facteur multiplicatif (voir corollaire 1, fin du $ 20), autrement dit 


Az! = hr!, 
où À est un nombre quelconque. 
De la première relation (l'égalité) de (5) et puisque | x! | = 1, 


il vient 
À = (x, az) = À. 
Nous avons ainsi démontré que le maximum de la forme quadra- 
tique (4°) sur la sphère S est atteint en un point x!: 


max (4x, x) = (Azx!, x!) = À.. 
Ixl=1 
Ceci étant, 
Ar! = Mat, [x |= 1. 


On voit donc que l’image du vecteur non trivial x! par l’opéra- 
teur À est le vecteur colinéaire À,zx!. 
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Un tel vecteur s'appelle vecteur propre de l'opérateur À et le 
nombre À, valeur propre associée au vecteur æx!. 

On considérera maintenant l'opérateur À sur un sous-espace R! 
défini comme l’ensemble de tous les vecteurs x € R, orthogonaux 
à æ! (ce sous-espace a été désigné plus haut par L’). Le sous-espace 
R1 est à n — 1 dimensions. Il contient des bases orthonormales 
de 7 — 1 vecteurs. On se propose d’en trouver une, qui, on le verra, 
est liée de façon intrinsèque à l’opérateur À. 

I1 importe de souligner que l’image À (R!) de R!1 par l'opéra- 
teur À appartient à R!, car si (x, x!) = 0, alors 


(Az, x!) = (x, Az!) = (x, Az!) =, (x, x!) = 0, 
c'est-à-dire que Az € R1. 
L'hermicité de l’opérateur À est préservée de façon triviale 
sur À!. car l'égalité 
(Az, y) = (x, Ay), 


valable pour tous les x, yE R,, l'est également pour x, y € R1. 
On peut donc étudier maintenant un opérateur linéaire hermi- 
tien À sur le sous-espace vectoriel R! à n — 1 dimensions. On peut 
appliquer à cet opérateur les raisonnements précédents et exhiber 
dans À! un vecteur unité x° tel que 
max (4x, æ)=(Ax?, x)=A, <A.. 
læ=1 Le =1 
(, æ#1)=0 (2, r1)=0 
En effet, la sphère unité S! de R' se définit de toute évidence 
comme l’ensemble de tous les vecteurs unités orthogonaux à x1. 
En outre, 
Az° = À,T*. 


Nous avons trouvé un deuxième vecteur propre de l'opérateur À 
et la valeur propre À, associée à x°. De toute évidence, celle-ci n'est 
pas supérieure à À, (si l'on réduit le domaine, le maximum ne peut 
que diminuer). Ceci étant, (x!, x°) = 0. 

On peut par analogie introduire un sous-espace R° à n — 2 
dimensions, orthogonal aux vecteurs x! et x°, montrer que À laisse R?2 
invariant et exhiber un vecteur unité z° orthogonal à x! et x°, tel 
que 

max (4x, x)=: (Az, x$) = À, 
(æ, dre r2)=0 
et 
Az = À (As << h). 


En poursuivant cette procédure jusqu’à x”, on obtient un système 
orthonormal de vecteurs 


ES (6) 
30—0622 
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et un système de nombres réels 
À À 5 das (7) 
tels que 
Az = ne" (k=1, ...,n), 
ns @ 


REMARQUE 1. Si l’on considère un opérateur hermitien À sur 
un espace complexe R,, on démontre que ses valeurs propres sont 
réelles. En effet, soient x un vecteur propre de À et À la valeur 
propre associée à æ, c’est-à-dire que ÀAx = Àx, x = 0. L'opérateur 
A étant hermitien on a (Az, x) = (x, Azx) ou (Àx, x) = (x, Àx). 
De là, en utilisant les propriétés du produit scalaire dans l’espace 
complexe R, (cf. $ 6) on déduit que À (x, x) = À (x, x). Comme 
(x, x) 0, il vient À = À, c'est-à-dire que À est réel. 

Parailleurs, les vecteurs propres de l’opérateur hermitien auxquels 
sont associées des valeurs propres distinctes sont orthogonaux. En 
effet : 


Az! = xl, Az = ht (ki A), 
(Az, æ°) = (x, æ&°) = A (x, æ°), 
(x', Az°) = (xt, Az°) = À (xt, z°) = À, (x!, x°) 


et 
O (Mi — À) (z', x°). 


Comme À, + À. il s'ensuit que (x', x*) = 0, ce qui exprime que 
les vecteurs x! et x° sont orthogonaux. 

Nous avons obtenu un système complet de vecteurs propres de 
l'opérateur À ainsi que les valeurs propres correspondantes. Le 
système orthonormal (6) est une base de R,, car il est composé 
de n vecteurs appartenant à À, (voir $ 17). Donc, tout vecteur 
zæE£R, peut être développé suivant ce système 

n 
x = à (zx, z')z*. (9) 
k= 


L'opérateur hermitien À peut alors s’écrire 
n n n 
Az=A(ZX (zx, z')z*)= Z(x, z*)Azl= D'hu(z, zt)æh. (10) 
k=1 k:=1 k=1 


Nous avons démontré le 


THÉOREME 1. À tout opérateur hermitien À de R, est associé un 
système orthogonal de vecteurs x, ..., x" (une base de R,) et un 
système de nombres réels À,, ..., À,, tels que Azx se représente par 
une somme (10) quel que soit x£R,. 
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La forme quadratique (4°) s'écrit alors: 


(x, Axz)=( D (x, z'hat, DA(z, z')z')= DA (z, x}. (4) 
ke si 51 
Pour appliquer les résultats obtenus à la forme quadratique (4’), 
on peut définir l'opérateur linéaire 
y = Az 
a l’aide des égalités 


n 
n= Da, (i=1; ..., n). 


Comme a;,, = am, cet opérateur est hermitien et on peut lui ap- 
pliquer le théorème 1. Dans le langage des formes quadratiques, 
le théorème 1 s’énonce comme suit: 


THéoreMEe 2. Soit donnée une forme quadratique (4”) dans un 

espace R, à n dimensions, rapporté à un système de coordonnées (x;, ... 
n 

., Tn) de vecteurs unités i!, ..., i"(æ — D ziit). Il existe un 

système de coordonnées rectangulaires (E,,. .., E.) de vecteurs unités 

xl, ..., zx", formant une base orthogonale (x = D) E,æœ*) et un 


système de nombres réels À1, . . ., À,, tels que la forme quadratique 
(4) est, dans ce système, la somme des carrés des coordonnées E, du 
vecteur x, multipliés respectivement par les nombres À, : 


D, D'antati= D Ms. (4”) 
k=1 l=1 s=1 


On passe du premier membre de (4”) au second si l’on connaît 
les développements des vecteurs x}, ..., x" suivant les vecteurs 
unités ë!, ..., &". Soit 


ñn 
a = » Bi 
s=1 


(voir $ 17, (7), où il faut remplacer a;, et a° respectivement par 
B;, et &‘). Comme it, ..., à" et zx, ..., x" sont des bases ortho- 
normales de R,, la matrice 


= || Pjs Î 


est orthogonale. On admet Fes est connue. Développons x suivant 


les deux bases : 
n 


_ Dar = Do 


30* 
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Donc 


À Ex — DE DB, => ( À B;.Ë3) à i 


et, puisque le système cl, ..., &" est linéairement indépendant, 
y 


= À BE; (s=1,...,n). (11) 


On passe donc des coordonnées E,, . .., Ë, aux coordonnées x,, . .. 
. + + Tn à l’aide de la matrice A* adjointe de A (c’est-à-dire à l’aide 
des lignes de A* ou des colonnes de À). 

Si l’on porte l'expression (11) de x, dans le premier membre 
de (4”), on doit obtenir le second. Ecrivons cette égalité: 


Dan DBnEs À Butr= à D D Bn (D anbu)E = 


Ti D AE > > Olib is 


s—1 : j=i i=1 


| ta 


CS 


0. j:£i, 
1, ] — 
L'identification des coefficients en £;Ë; nous donne les égalités 


Ÿ Ba CS ® anu) = = (i j=1, ...,n) 


que l’on peut comme suit (voir $ 15, (6)). Pour la matrice 


où Ôy— est le symbole de Kronecker. 


A = |Jau ll (au = am) 
de l'opérateur hermitien il existe une matrice orthogonale 
A = ||B; 1 
telle que 
A A-AT = Y, (12) 
où % est une matrice diagonale 
À, O O0... 0 
0 À; 0... 0 
sin ee (13) 
0 0 05.54 


(les À; sont réels) dite canonique. 
Signalons que pour la matrice orthogonale À on a 


AT! = AT: 
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Comme les déterminants des matrices orthogonales sont égaux 
à +1, il s'ensuit de (12) que 


PA=IXIS=IATIATIANI=TA. (14) 


j=- 
Nous avons prouvé le théorème suivant. 


TH£EOREME 3. Si le déterminant | À | de la matrice hermitienne À 
n'est pas nul (| À | + 0), ses valeurs propres À,, . .., À, sont toutes 
non nulles (1, Æ0, j = 1, ...,n). 


Du théorème 2 il résulte que 

1) SiA4>...2> A: >0, alors la forme quadratiqueest positive 
quel que soit & = 0, donc quel que soit x 0. On dit qu'elle est 
strictement positive. 

2) S0>œA > À >... > An, alors la forme est négative quel 
que soit & £ 0, donc, quel que soit x = 0. On dit qu'elle est stricte- 
ment négative. 

3) Si A4>...2> An et Àn — 0, alors la forme est positive. 
Il existe une direction (l’axe E,) le long de laquelle elle s’annule. 
On dit que cette forme est positive. 

4) Si A -=02>À>...>A,:, la forme est négative. 

5) SiA, >0 et À, < 0, la forme n'est pas définie. Si l’on exclut 
le point 0, cette forme est positive le long de l’axe des E, et négative 
le long de l'axe des E&,. 

Il existe un théorème, le théorème de Sylvester !), qui d’après 
la forme et le signe de certains déterminants d'une matrice || À || 
permet de reconnaître si ses valeurs propres sont toutes positives 
ou toutes négatives ou certaines positives et les autres négatives. 

Considérons les principaux mineurs de la forme quadratique 
(Ar, x): 


di yo 


A, == Ajys Ào = 


. ee A — 
Ge Ge |” ue 


Zn . ee nn 


Le théorème de Sylvester, que nous ne démontrerons pas, dit 
que 

1. Si A, > 0, À, > 0, ..., À, >0, la forme est strictement 
positive (cas 1). 

2. Si A, << 0, A, > 0, As <0, ..., (—1)" A, >0, la forme 
est strictement négative (cas 2). 

3. Si 4,>0,4,:>0,..., A, >0 ou 


A,<0, A,>0,..., (—1)' A, > 0 


1) James Joseph Sylvester, mathématicien anglais (1814-1897). 
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et il existe un j pour lequel A; = 0, alors à fortiori la forme n'est 
pas strictement positive ou négative. 

4. Dans tous les autres cas, la forme quadratique n'est pas 
définie. 


$ 23. Forme quadratique dans un espace à deux dimensions 


Pour r — 2, la forme quadratique s'écrit 
Qati + GioliTo + GoTelr + Auels = Quili + 2@yol1To + Opel (1) 


puisque dis = Go: 

Pour réduire la forme (1) à une somme des carrés des coordonnées 
du vecteur (£,, ë.) dans une base (x!, x). il faut (voir $ 22) trouver 
les vecteurs unités de la base (x!, x*), c’est-à-dire les vecteurs pro- 
pres de l'opérateur hermitien défini par la matrice symétrique 


di y 


A1 Au 


Indiquons une méthode de recherche des valeurs propres et des 
vecteurs propres de l'opérateur À, différente de la méthode du $ 22. 

Si À, est une valeur propre de l’opérateur À et x°= (rx, x") 
Æ 0 le vecteur propre correspondant, alors 


AL = ET 
Cette équation s'écrit : 
(ai — Ào) 2, + ayez, = 0. 9 
ant" + (az — Mo) 7° = 0, S 


ou sous la forme opératorielle 
(4 — À E) x° = 0, (2°) 


où Æ est l'opérateur identique. 
Donc, le système homogène (2) admet une solution non triviale 
æ® si seulement le déterminant du système (2) ou (2°) est nul: 


| &11 — Ào dis 
| Gi Ay2 — Ào né à 
Par suite. la valeur propre À, est racine de l’équation 
|A — AE | = 0. (3) 


appelée équation caractéristique de l'opérateur À (ou dela forme 
quadratique (Az, x)). 
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La réciproque est vraie. Si À, est racine de l'équation (3), alors 
la solution non triviale du système 


(A — À E)z = 0 (4) 


sera vecteur propre de l'opérateur hermitien À. 
Donc, les valeurs propres de l’opérateur À sont ici les racines 
de l'équation du second degré (3) 


(@11 — À) (ass — À) — ais = 0 
ou encore 
A2 — (ay Gus) À + Guides — Gis = 0. 


Les racines de cette équation sont: 


h=- la 1 + @22 + V'4aë, + (as — ax)], (5) 
[a Gi + Ar — ŸV 4a;, + (ai1 — a22)°]. 


On voit que À, > À, et que À, = À: Si &ja = 0, 4j, — a2+. On admet- 
tra pour fixer les idées que 4a,, > a, (sinon on permute x, et 2). 


1 a 
Alors AZ>@u (Mi —au— 7 [V ai: + (@in — Gse) — (au — 


— 432)] > 0). 

De (5) il résulte que les valeurs propres de l'opérateur (hermitien) 
A sont réelles. 

Trouvons maintenant les vecteurs unités propres associés à À, et À, 
en tant que solutions du système (4). Comme | À — A,Æ£ | =0,ona 


rang (A — AE) < 1. 


Si À — À:, la matrice À — À.,E est entièrement composée de 
ZéroS (À = À: — y = Goo, Aa = 0) et son rang est nul. Dans 
ce cas, la forme quadratique est déjà réduite à une somme de carrés 
(Ge = dy = 0). Le système (4) est vérifié par tout vecteur (x,. r:). 
Donc, pour vecteurs propres on peut prendre les vecteurs unités 
du système de coordonnées x! = i — (1. 0), x° — 7j — (0, 1). Dans 
tout autre système orthonormal (x!, æ*) la forme quadratique se 
réduit aussi à une somme de carrés. 

Si À, > 2, alors ou bien a;, 0, ou bien a;,,; — 0, a,;, + aus. 
On peut ne pas traiter le deuxième cas. puisque la forme (1) a déjà 
été réduite à une somme de carrés. Supposons donc que a,, # 0. 
Alors 


le 
1 
2 


rang (À — AE) = f. 


Il suffit par conséquent de considérer une des équations du systè- 
me (4): 
(au — À1) T1 + Giote = 0. 
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D'où (puisque a;; 5 0) 


La = [(—au + Mal 2. 
Le vecteur 
À, —a 
1 en St À FE 
y (2 &jo x) 

est solution du système (4). En le normant on obtient le vecteur 
propre 
gi — nur LD = 

HE (Ai —@1) | 


cles = ) 2° a: J/1+( 2e) er eu) 


Des transformations De nous donnent : 
4 LT PRE, 
= + V2 } 1+ (a, — ax)/ V 4a°, + (Gi1 — G2)*, 


Tr = + EE }/1 — (ai; — a22)/ V 4a°, + (11 -- 22). 


Dans la suite il suffit de prendre le signe + dans les formules (6). 
On détermine de façon analogue le vecteur propre zx* associé 
à la valeur propre À.. Il se trouve que 


me (x, z'®) = (— 7e z'D), 


(6) 


Composons maintenant la matrice de l'opérateur (de la trans- 
formation orthogonale) A de passage de la base (i, j) à la base (x', x): 


[. 
zx 


1 
(L 


(1 
Te 


(1) 
1 
(les éléments des lignes sont les coordonnées des images des vecteurs 
unités iet j par À, c'est-à-dire que x! = xi'i +7, a = — x'i + 
+ x1°j). Les coordonnées du vecteur G z,) dans le système (Gi, 1) 
sont reliées aux coordonnées (E,, E.) de ce vecteur dans le système 
(x', x?) à l’aide des colonnes de la matrice A: 


Ti — ri "Es — Te E2 (7) 
7 PE TUE,. 


En portant ces valeurs dans la forme quadratique (1) et en tenant 
compte des formules (5) et (6), on obtient 
Gati + 2@ot1To + Got = Mb + Mobz (8) 
Le second membre de cette égalité s'appelle forme canonique 
de la forme quadratique (1). 


A = 


LT, TZ 
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On dira que la forme quadratique est de type elliptique si À, 
et À. sont de même signe, de type hyperbolique s'ils sont de signe 
contraire et de type parabolique si l’un d’eux est nul. 

De (5) on voit que À 1e = Gy10o2 — a*,. Donc, le type de Ja 
forme (1) peut être défini d’après le signe del EXPreSSION Gy1@o9 — in. 

La forme quadratique est elliptique, hyperbolique ou parabolique 
selon que l'expression a,,a,, — a°, est positive, négative ou nulle 

ExemPLe. Réduire à sa forme canonique 

2 — VB xx + 27. 
- V3 : 

Ici ay—1, ap=—— 5, a;y;=2. Comme ajax —a,=2— 
—2=$ 0, la forme est elliptique. Trouvons les vecteurs 


et les valeurs propres à l’aide des formules (5) et (6): 
ep _ 1 (3) 3 = L V3 == 9 
got, ae VE, mot, VE) ne 
D'autre part, 


Dans le système (x!, x°), la forme quadratique s'écrit 


hits: 


Comme 20 = += cos (—+), LS = —— = sin (—+), 


la transformation à laquelle est associée la matrice 


(1) C1) 
1 Ta 
ALL po 


“A 
AÂ= 


(at = (uv, af), a (— x, 2) 


est une rotation du système de coordonnées (Ox,, Ox.,) d'un angle 
a — x/3 autour de l’origine dans le sens des aiguilles d’une montre 
(voir exemple, fin du $ 16). 


$ 24. Coniques 


Dans un plan rapporté à un système de coordonnées rectangu- 
laires (x, y), soit donnée une courbe définie implicitement par 
l'équation du second degré 


Az? + 2Bzy + Cy* + 2Dx +2Ey +F =0, (1) 
où À, B, C, D, E, F sont des nombres réels donnés, les nombres 


A, B, C n'étant pas tous nuls. Cette courbe s'appelle courbe du 
second degré ou conique. En fait il peut n’exister aucun point (x, y) 
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de coordonnées réelles vérifiant l'équation (1). Dans ce cas on dit 
que l'équation (1) définit une conique imaginaire. Nous glisserons 
sur l'étude des coniques imaginaires. L'’équation 


z + y = —1 


définit une conique imaginaire. 

Citons les six cas particuliers les plus importants de l'équa- 
tion ({). 

1) Equation de l’ellipse : 


tai (a>b>0), 
2a et 2b étant les longueurs des grand et petit axes. Si a = b, on 
obtient l'équation du cercle: 
T° + y* = a, 
de centre © et de rayon a. 
2) Equation de l’hkyperbole: 


14.4 (a>b>0) 


a” b? 


2a et 2b étant les longueurs des grand et petit axes. 
3) Equation de la paratole: 


y® = 2px (p >0). 
4) Equation d’un couple de droites concourantes: 
ar? — by? — 0 (0< a, b). 
9) Equation d’un couple de droites parallèles ou confondues: 
x — a“ =0 (ax O0). 


6) Equation d'un point: 


z° + y* = 0. 
Etudions brièvement les courbes citées. 
L'ellipse 
ti (@>6>0). (2) 


Pour a — b. l'ellipse (2) se transforme en un cercle de rayon 
a et de centre ©, c'est-à-dire le lieu géométrique des points situés 
à une distance constante a de l'origine. 

Supposons que a > b. Posons c — V a° — b*. Les points F,et F, 
de l’axe Or, d’abscisses respectives z — —c et x = c s'appellent 
foyers de l’ellipse. L'ellipse (2) se définit comme le lieu géométrique 
des points dont la somme des distances aux foyers F, et F, est une 
constante égale à 2a. 
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En effet (fig. 145) 
MF=VGr-P +R MP=VG@-P+, 
2=VG+P+R+VE—- + 
d’où 
2a—V++p=VG—-P+ 
et 
dar (24-05 da VE TE = (ed + 
âa®+ cz = da Va OV 
+ 2er + = & [8 + 2er +6 + pl 
—b?x? = —ab? + ay, 
afb® = bit + ay? 


d'où l’on déduit l'équation (2). Si l’on remonte ces calculs. on 
trouve que si un point (x, y) vérifie l'équation (2), la somme de 
ses distances à F, et F, est égale à 2a. 


Fig. 145 


Si dans l'équation (2) on remplace x par —zx, on constate 
que cette équation ne change pas. Ceci exprime que l’ellipse (2) 
est une courbe symétrique par rapport à l’axe Oy. On vérifie im- 
médiatement qu'elle est symétrique aussi par rapport à l'axe Or. 
On peut donc étudier son équation dans le premier quadrant seule- 
ment, c'est-à-dire pour x, y > 0. La portion d'’ellipse située dans 
le premier quadrant est définie par l’équation: 


y= Var, OLIr<a. 
On remarque que l’ellipse passe par les points (0. b) et (a, O0). et 


que, lorsque x croît continüment sur l'intervalle [0, a], l’ordonnée 
y décroît continüment. 
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L'’ellipse est une courbe bornée. Elle est comprise dans un cercle 
de rayon a et de centre © (les coordonnées de tout point de l’el- 


lipse vérifient l’inégalite x? + y° < a° (£ +%) = 4°). 

Sur la figure 145, on voit que l’ellipse est une courbe continue 
fermée. Dans le premier quadrant c'est une courbe convexe vers le 
haut. Elle admet une tangente !) en chacun de ses points. Toutes 
ces propriétés et beaucoup d’autres peuvent être étudiées par les 
méthodes d'analyse mathématique. L'analyse mathématique nous 
fournit du reste des outils pour la définition rigoureuse des notions 
de continuité, de convexité et autres, évoquées plus haut. 

L'équation de l’ellipse peut se mettre sous la forme paramé- 
trique : 


z=acos0, 
(— 00 << 8 < co). (3) 


y =bsin6 
En effet, 


z° y° PER 
+ <= cos" 0 + sin?0 — 1, 


c’est-à-dire que tout point (x, y) défini par les égalités (3) appartient 
à l’ellipse (2) quel que soit 6. Si 6 parcourt de façon continue l'inter- 
valle [0, 2x{, alors le point (x, y) décrit l’ellipse tout entière. 
Si 6 continue de croître, le mouvement se répète périodiquement. 


Voyons quelle est Ta signification du paramètre 0 et indiquons incidemment 
une méthode de construction de l’ellipse (fig. 146). Traçons deux cercles concen- 
triques de rayons b et a (b << a) et de centre O. Menons ensuite un rayon vecteur 
faisant un angle 6 avec l'axe Or et désiynons par 7 et N ses points d'intersec- 
tion respectifs avec les cercles de rayons b et a. La droite parallèle à l’axe Oy, 
qui passe par W, coupe la droite parallèle à l'axe Or, qui passe par 7, en un 
point M qui appartient à l'ellipse. En effet, soient x, y les coordonnées du 
point AM. Alors (fig. 146) 


z = ON:cos 8 = a cos 0, 
y = TR = OT:sin 0 = b sin 06, 


c'est-à-dire que le point M appartient bien à ARE (3), et le paramètre 0 
est l’angle de l’axe Oz et du rayon UN. Signalons que 8 n'est pas l’angle polaire 


du rayon vecteur OM avec l’axe Or (te = te o) . Par exemple, si ® = x/4, 
a = b = 1, alors 6 = x/3; si q — 0, alors 0 — 0; si @ — x/2, alors 0 — 
= j/2. 


L'hyperbole 


EH E1  (0<e, b). (4) 
Posons c — Va’ + b°. Les points F, et F, de l'axe Oz, d'abscisses 
TESDECI IVe z=—cetz = c (fig. 147), s'appellent foyers de l’hyper- 
bole (4). 


1) Voir chap. 4, $ 2. 
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L'hyperbole (4) se définit aussi comme le lieu géométrique 
des points À = (x, y) dont la différence des distances aux foyers 
F, et F, est une grandeur constante égale à 2a. 


Fig. 146 Fig. 147 
On a (voir fig. 147) 
AF,—AF,= VE TO VE dpi = 20, 
VG+FP LR =V (Ty + 2a, 
++ = (rc) ++ ha V(x— c++ 4at, 
4ez — 4a° = da V (x —c} + y”, 
c°x® — Da°cxz + at = a? (2? — 2cx + c?) + ay, 
(a? + b?) r° = ax? + ab? + a°y?, 
b?r® — ay? = a°b?, 
d'où l'équation (4). 


Nous avons obtenu la branche droite de l’hyperbole (fig. 147). 
Pour obtenir la branche gauche il faut se servir de l'égalité 


AF; = AF,; — 24. 
En remontant ces calculs on montre que tout point (x, y) véri- 
fiant l'équation (4) appartient à ce lieu géométrique. 
La forme de l’équation (4) nous dit que l’hyperbole est une 


courbe symétrique par rapport aux axes Ozx et Oy. L'équation de 
la portion d’hyperbole comprise dans le premier quadrant est 


y= Ve  (a&r<o). (5) 
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On voit que l’hyperbole passe par le point (a, 0) et que y croît 
et tend vers l'infini lorsque z croît sur l'intervalle [a, of. Les 
points B = (—a, 0) et C = (a, 0) d'intersection de l’hyperbole 
et de l’axe Ox s'appellent sommets de l’hyperbole. 

Les deux droites: 


b 
y = Æ 7 T;, 
représentées sur la figure 147, sont les asymptotes de l’hyperbole. 
Soit donnée une courbe y = f(x) sur l'intervalle [a, oc { 
(oul— c, a]). On dit qu’une droite y — mx + n est une asymptote 
de cette courbe pour z—> oo (resp. z—> —oo) si 


lim [f(x)—mr—n]=—0 
X— +00 


(resp. lim [f(x)—mr—n]= 0). 


Considérons la portion d'hyperbole définie par l'équation (5) 
et comparons-la avec la droite y — 2z. On a 


; bi b —_— L b a? 
lim [= à |= in — ———— —0. 
x-+o “ xeto 4 z+1/1—a? 


Ceci montre que la droite y — 2z est une asymptote de la portion 
d’hyperbole considérée pour z—> oo. On dit alors que la droite 
y = 2Z est l’asymptote de (toute!) l’hyperbole pour z — —+oo. 
L’hyperbole étant symétrique par rapport aux axes de coordonnées, 
de même d’ailleurs que le couple de droites y — +23, on peut 


dire que ces droites sont les asymptotes de l'hyperbole, aussi bien 
pour Z—> oo que pour z —> —0o. 

La branche droite de l’hyperbole (4) peut se mettre sous la forme 
paramétrique : 


z—=ach u= + (e"-+ e*), 
b (u € ]— ©, co [). (6) 
y—=bsh u=-(e"—e"") 


En effet, comme 
chu — sh°u = 1, (7) 


on déduit des équations (6) 


21 _— chu — sh? = À. 
a b= 
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La moitié supérieure de la branche droite de l’hyperbole cor- 
respond à une variation de u sur l'intervalle [0, ol, la moitié 
inférieure, à une variation sur l'intervalle ]—oo, 0]. 


Voyons comment le paramètre u est relié au paramètre 0 de l'équation de 
l’ellipse et indiquons incidemment une méthode de construction de l’hyperbole 
à la règlo et au compas. Notre méthode de construction de l'hyperbole étant 
basée sur celle de l’ellipse, nous allons exposer ces méthodes simultanément 
(fig. 148). On se bornera à construire la portion de l’ellipse (2) et de l’hyperbo- 
le (6) délimitée par le premier quadrant. Traçons deux cercles concentriques 
de rayons a et b centres en l'origine des coordonnées. Appelons 7, etN, les 


Fig. 148 


points d’intersection de la droite issue de O sous un angle 8, avec l'axe Or (OT; = 
— b, ON: = a). Les parallèles menées à partir de 7; ct de N, respectivement 
à l’axe Oz et à l’axe Oy se coupent en un point Me = (xs: Yo) appartenant 
à l’ellipse (2). Soient N, le point d'intersection de OM. et du cercle de rayon a; 
P, le point d’intersection de OM. avec la droite parallèle à l’axe Oy, qui passe 
par le point À = (a, 0) de l’ellipse. L'équation de OP est 


Il s'ensuit que l’ordonnée du point P est Y, — _ . Joignons le point B, — 


0 

— (x, 0) et le point W,, et à partir de À menons une droite parallèle à B,W, 
jusqu’à son intersection Q avec OP. La similitude des triangles 04€ et OB,N. 
nous donne 0Q = a?/r,. Traçons un arc de cercle de rayon O0Q jusqu’à son 
intersection B. — (a°/r,, 0) avec l’axe Oz. 

A partir des points B, et P menons des droites parallèles respectivement 
à Oy et Oz. Le point d'intersection Mn = (Xo, Yo), où Xo = a°/x0. appartient 
à l'hyperbole (4). 

En effet, comme le point (xs, ÿo) est situé sur l’ellipse (2), on a 


mi et ef de, 4, 
a* b? ar 18b? rà b } x a 


c'est-à-dire que le point Mn appartient à l'hyperbole (4). 
Signalons que le point B, = (a?/x9. 0) est le point de concours de la tan- 
gente à l’ellipse en M4, avec l'axe Ox (voir note de la page 476). 
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Donc, à tout point (x, y) de l’ellipse (2) est associé un point bien défini 
(X, Y) de l’hyperbole (4) ct réciproquement. 
Si maintenant l'ellipse (2) est donnée sous forme paramétrique, alors 
z—acos0, y—bsine. 
Donc 
a? a 


a = 
X — T0 : Y = btg 6. 


D'où, compte tenu de (6), on déduit 


ch = ——., shu=tg6. 


On a les formules suivantes : 


0 1—cos8 ,./ chu—1  , u . 
B— es chu—1 = : 
| __{+sin0 
eu—chu+shu — sg t t80— cos 


) .. 6 \° +) .. 6 | 14 ) 
[cos — + sin +) nu TZ +TSin-- : sin (5+) ” 2 Q 
PAS D. fr, 6 =uw(r+—). 
cost si  coss—Sin cos (+ 02 


c'est-à-dire que 


La parabole 


y° = 2pz (p > 0). (8) 
Le point F de l’axe Ox d’abscisse x — p/2 s'appelle foyer de 


la parabole (8). La droite x — —p/2 s'appelle directrice de la para- 
bole (fig. 149). 


Fig. 149 


La parabole (8) peut encore être définie comme le lieu géométri- 
que des points À = (x, y) équibistants du foyer et de la directrice. 
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En effet (fig. 149) 


donc 
(+) +w= (++) 
| —pr+yÿ= pr, 
i.e. 
y = 2px. 


Réciproquement, les points dont les coordonnées vérifient cette 
équation appartiennent au lieu géométrique indiqué. On voit de 


Fig. 150 


l'équation (8) que la parabole est symétrique par rapport à l’axe Oz. 
L'équation de sa moitié supérieure est 


y=V2pr (0<r< 00). (9) 


On remarque que y tend vers l'infini avec x. 

Voyons une méthode simple de construction de la parabole (9) 
à la règle et l’équerre ou à la règle et au compas. Traçons la droite 
x = —2p (fig. 150). Prenons sur cette droite un point quelconque 
K = (—2p. y), y >0. Traçons OX et une droite perpendiculaire 
à OK en ©. Menons ensuite par À une droite parallèle à Ox. Les 
deux dernières droites se coupent en un point M — (x, y) situé sur 
la parabole (9), puisque OA — y est la moyenne géométrique des 
nombres 2p et x (y = V 2px). 

La parabole (8) n’admet pas d'asymptote !). 

Le couple de droites concourantes 


Gr — by = (ax — by) (er + by) = 0 (O<a, b). (10) 
1) Voir chap. 4, $ 20. 
31-0622 
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Si un point (x, y) vérifie l'équation (10), il vérifiera l’une des 
équations 

az —by=0, 

az + by —0 


ou les deux. Réciproquement, si un point (x, y) vérifie l’une des 
équations (10), il vérifiera l'équation (10). On dit que l'équation 
(10) est l’équation d’un couple de droites. 

On démontre plus bas qu’il existe un système de coordonnées 
rectangulaires dans lequel la courbe (1), sous réserve qu'elle ne 
soit pas imaginaire, a pour équation l’une des équations 1) à 6) énu- 
mérées plus haut. 

De façon plus détaillée : 

si AC — B° >>0, la courbe (1) est une ellipse, un point (cas {) 
et 6)) ou une courbe imaginaire; 

si AC — B* < 0, la courbe (1) est une hyperbole ou un couple 
de droites concourantes (cas 2) et 4)); 


(10°) 


si AC — B° — 0, la courbe (1) est une parabole, un couple de 
droites parallèles ou confondues ou une courbe imaginaire (cas 3) 
et 9)). 


Par abus de langage on parlera de « courbe» même dans les 
cas 4), 5), 6), où il est question d’un couple de droites ou d’un ensem- 
ble constitué d'un seul point. 

Ainsi, soit donnée l'équation 


Az? + 2Bzy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F = 0, (1) 


où les coefficients À, B et C ne sont pas tous nuls. 

Sans nuire à la généralité on peut admettre que À > 0, A >C, 
B > 0. On peut toujours se ramener à ce cas par les transforma- 
tions orthogonales: 


er 


et en multipliant les deux membres de (1) par —1. 
Si B=—0, A>C>0, on peut écrire (1) sous la forme 


a(s++) +c(y LE) +r = 0. (11) 
La translation 
E=r+—, n=y++ 
transforme l’équation (11) en 


PP ER en (11) 
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Si + —F>0, l'équation (11°) décrit une ellipse d’axes 
2a, 2b, où 


s(E+ En fa  e- (En e 


Signalons qu'ici AC — B° = AC >0. 
Si le second membre de (11°) est nul, on obtient un point (cas G)). 
Si le second membre de (11”) est strictement négatif, on obtient 
une courbe imaginaire. 
Pour C — 0, À >=0, l'équation (1) devient 


Afz++) + 2Ey+F--0. (12) 
Si E£-0, la translation 
D F D: 
rh gs NV TSE ZE 
transforme l’équation (12) en l'équation 
AË? + 2En = 0 (12°) 


qui (quitte à substituer n à —n) décrit une parabole (cas 3)). 
Si E — 0, on obtient un couple de droites parallèles ou une 


courbe imaginaire selon que TE — F est strictement positif ou néga- 


tif. Signalons qu'ici AC — B: = 0. 
Si C<0, À >0, alors l'équation (1) devient 
D D? 
Afz+) —ICI(v-r) +F+< +0 (43) 
équation qui se discute de même façon que l'équation (11). L’équa- 
tion (13) décrit une hyperbole ou un couple de droites concourantes 
(cas 2) et 4)). Signalons qu'ici AC — B* — AC < 0. 
Le cas À = 0, C << 0 se ramène à une équation de la forme (12). 
Donc, pour B — 0, l'équation (1) nous ramène toujours à l’un 
des cas particuliers 1) à 6). 
Supposons que B >0, À > C. On sait (voir $ 23) qu'il existe 
une transformation orthogonale 


T= TE — y, 


44 
y—= y t+zim; SE, 
où 
1 A—C 
“= rte 
1 A—C 
n=Y 


27 2V4R+A Cr 
31* 
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qui réduit la forme quadratique 
Az? + 2Bzy + Cy° 
à sa forme canonique. 
Transformons l'équation (1) à l’aide de (14): 
: ME + An + D (Ré — yin) + E (yië + zin) +F = 0. (5) 
où 


= | AtC— V 4B + (A—Cÿ JL 


= A+C-—V24B+(4—CY | 
(4 >> Àe M À = AC — B*). Mettons l'équation (15) sous la forme 


ME + An + (nD +uyE) 6 +(nE — yD)n +F =0. : (15) 


L'équation (15°) est un cas particulier de l'équation (1) pour B = 0, 
cas que nous avons déjà étudié. 

On peut donc dire que si: 

4) AC — B? = ho >> 0, alors l'équation (1) décrit une ellipse, 
un point ou une courbe imaginaire. Dans ce cas, on dira que l’équa- 


tion (1) est de type elliptique; 
2) AC — B? = M, < 0, alors l'équation (1) décrit une hyper- 


bole ou un couple de droites concourantes. On dira alors que l'équa- 
tion (1) est de type hyperbolique ; 

3) AC — B° = Ah: = 0, alors l'équation (1) décrit une para- 
bole, un couple de droites parallèles ou une courbe imaginaire. 
On dit que l'équation (1) est de type parabolique. 

ExemPce.. Nature de la courbe 

224 VB zy+y+2rz+2V3y+F—0, 
où * est un nombre réel. : 
Ona4=2>C=—1,B8=Û3 0, 4C — B? —5 0, donc 


l’équation est de type elliptique. On établit sans peine (voir exem- 
ple du $ 23) que 


3 1 5 1 
= V s Hess M=z, ke 
Donc, la transformation re 
z= + (V3E-n) 
y= _ (E+V3n) 


réduit Re donnée à la forme 


+E++n(VSE-m+V3EL:V3m+F-0 
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ou encore 
5 2 =): { : 16 
T(E+S VS) +5 mt Fr 


La translation 


u—E+— 2 V3, 
v=n+2 
nous conduit à l'équation 
dr. LL: 16 
TU + = — À. (16) 


Si L— F >0, alors (16) est l’équation d'une ellipse d’axes 2a, 2b, où 
2—2(16—5F)/25, b—2(16—5F);5. 


Si À —F- 0, alors (16) est l'équation d’un point. Si ee 


— F<0, l'équation (16) décrit une courbe imaginaire. 


$ 25. Quadriques dans l’espace 
L'équation 
3 53 3 
D D autnti+2Ù Ami+ B=0, (1) 
hk=1 1=1 1=1 
OÙ Any = Am, Ar, B sont des constantes données, æ = (x;,, Z:, Ta) 
un point variable dans R:, définit un ensemble de points dans Rs: 
appelé surface du second degré ou quadrique. Si l’équation (1) n’est 
vérifiée par aucun point réel æ = (z;, z:, xs), on dit qu'elle décrit 
une surface imaginaire. Nous passerons sur l'étude de tels cas. L’équa- 
tion (1) définit parfois un ‘couple de plans distincts ou confondus 
ou un point unique. Ces ensembles seront appelés aussi surfaces. 
Citons les principaux cas particuliers de l'équation (1): 
1) L’ellipsoide 
_ WE A (ab, c>0). 


"be OT ec 
2) L'hyperboloïide à urie nappe 
z? y? 22 
CES (a, b, c> 0). 


ee Î (a, b, c>0). 
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4) Le paraboloïde elliptique 
+2 (p 9>0). 
9) Le paraboloïde hyperbolique 


2 __ÿ _9. 
7 2 (p,9>0). 


6) Le cône du second degré 

LEO (a, b, c>0) 

Ft Ru 
1) Le point 

a +y+z=0(. 
8) Les cylindres du second degré: 
— le cylindre elliptique 
+= (a, b>0), 

— le cylindre hyperbolique 


a 


2 24 (a, b>0), 


a° b® 
— le cylindre parabolique 
y = 2pz (p>0), 
— le couple de plans concourants 
a°z? — by = 0 (a, b > 0), 
— le couple de plans parallèles ou confondus 
z— a =0 (a >0), 


z® = 0, 
— la droite 
x ty = 0(. 


On a admis que x = Zy, y = Zoe, 2 = Ts. 

On démontre que chaque cas particulier de l’équation (1), sous 
réserve qu'elle ne soit pas l’équation d’une surface imaginaire, 
définit dans un certain système de coordonnées rectangulaires l’une 
des 8 surfaces énumérées. Ceci résulte de la théorie générale du 
$ 22. L’équation (1) se transforme comme dans le paragraphe 24. 
La détermination des valeurs propres À,, À,, Às se ramène à la 
résolution d’une équation du troisième degré. 

Indiquons encore une méthode de détermination des valeurs et 
vecteurs propres, méthode dont le principe a déjà été développé au 
$ 23 dans le plan. Les valeurs propres À,, À, À: de l'opérateur 
bermitien À et les vecteurs unités propres correspondants x}, x°, x° 
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(Iz? | = 1, Az? = x, j = 1, 2, 3) se déterminent de la manière 
suivante (voir justification plus bas). Considérons le déterminant 
(au = aux) 


dy —À ay di 
D(A)=| A—2E | = Guy 22 —À dog |» 
si Age A3 —À 


où E est la matrice unité. Trouvons les racines À,, À,, À: de l’équa- 
tion 
|A—RE | = 0, (2) 


qui s'appelle équation caractéristique de l’opérateur À (D (4;) = 0, 
j = 1, 2, 3). Ces racines ne sont autres que les valeurs propres de 
l'opérateur À. Elles sont réelles et peuvent être distinctes ou con- 
fondues (multiples). Donc 


D (Q) = (1 — À) (ss — À) (As — À). 


On cherche ensuite la solution triviale æ = (x, ze, Zs) du 
système d’équations homogène, correspondant à À,: 


(ais — Às) ri + dy2l2 + dists = 0, 
GeTs + (G22 — A4) 22 + G2sts = 0, (3) 
agiTs + Gg2To + (ass — À1) Ts = 0 
ou de l'équation correspondante pour l'opérateur À — À,E: 
(4 — ME)zx = 0, (3°) 


où E est la matrice unité et æ = (x,, z., xs) et O0 = (0, 0, O). 

Si À, est une racine simple (c'est-à-dire distincte de À, et de 
Às), le rang de la matrice du système (3) doit nécessairement être 
égal à 2 (rang (A — À,E) = 2) et on obtient un vecteur unique, 
au signe près, æ! — (z'”, x; , x;') vérifiant le système (3). c'est-à- 


dire que 
(4 — AE) x! = 0 


Az! = À,zx!. 


Si À, est une racine double (4, = À; = Às), alors le rang de la 
matrice du système (3) est nécessairement égal à 1 (rang (4 — À.E) = 
— 1) et l’on aura pour solutions deux vecteurs unités orthogonaux 
z' et x°(|z!'| = |x° | = 1, (x!, x?) — 0) qui sont les vecteurs 
propres associés à la valeur propre À,: 

An = y (j—=1,2, À, = À). 

Enfin, si À, est une racine de multiplicité trois (À, = À = Às), 
alors le rang de la matrice du système (3) est nécessairement nul 
(rang (4 — ÀM£E) = 0). Ce système admet donc pour solutions trois 


ou 
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vecteurs unités orthogonaux zx!, x°, x“: 
An = he (j=1, 2, 8, À = À = À). 


Pour vecteurs propres x'. x°, x° associés aux valeurs propres 
À = À; = À3 on peut prendre trois vecteurs unités orthogonaux 
quelconques de R;. 

Justifions ce qui vient d’être dit. On sait que dans R; il existe 
un système orthonormal de vecteurs x!, x°., x° et des nombres 
réels À, À, Às, tels que 


Ai = lai (j—=1, 2, 3). 


De plus, on peut exhiber une matrice orthogonale A telle que 
(voir $ 22) 


à, O0 0 
AAA! — 0 À 0 
0 0 À 


D'où l'on déduit l'identité pour la variable À: 
Àj—À 0 0 
A(A—AE) A t=| O0 A—À 0 (4) 
0 O0 As—à 
(A (4 — ÀE) Art = AAA — AAEAT! — 
— AAAT1— AAA! = AAA! — ÀE) 
On désigne toujours le déterminant de la matrice À — ÀE par 


D (à). De (4) on voit que D (À) est égal à celui de la matrice du 
second membre de (4), puisque 


Gmi—D@—-A(s—A = ]IA(A—LRE)ATI— 


= |A|[|A—AE ||At|=]A4—XE | =D (à). 
Donc 
D (À) —_. (M _n À) (À no À) (Às — À). 


On obtient que les racines du polynôme D (À) sont confondues 
avec les valeurs propres À,, À, Às de l'opérateur À. Ces racines 
sont par conséquent réelles. 

Supposons que À, est une racine simple, donc À, # Àe et À1 Æ Às- 
Lorsque À — À,, le rang de la matrice du second membre de (4) 
est égale à 2 (rang À (À — ÀE) A7? = 2), donc rang (4 — À,E) =2. 
En effet, les solutions du système homogène (3) et du système 


0-2,+0:-2, + 0-z, =0, 
Oez4+ (Aa — À) 29 +0-:3=0, (2) 
0:23, + 0:22 +(À3— À) Z3 — 
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associé à la matrice (4) se transforment l’une en l’autre à l’aide 
d’une matrice orthogonale (les systèmes (3) et (5) sont équivalents). 
Le système (5) n’admet que la solution (+1, 0, 0) au signe près. 
Or, ceci n’est possible que si rang (4 — À,E) = 

On peut encore justifier ce fait de la manière suivante. Si l’on 
admet que tous les déterminants d'ordre deux de la matrice À — À,E 
sont nuls. alors tous les déterminants d'ordre deux de la matrice 
À (A — À ËE) A seront aussi nuls, puisqu'ils sont des combinaisons 
linéaires des déterminants d'ordre deux de la matrice À — À,ËE. 
Mais ceci est impossible, car le déterminant de la matrice A (4 — 


— ME) AT 
A2 — À 


0 AA [#0 


Si maintenant À; — À: — Às, par des raisonnements analogues 
on établit que rang (4 — À,E) = 1 et le système (3) admet pour 
solutions exactement deux vecteurs unités orthogonaux zx}, x° as- 
sociés à À, = À. 

Enfin, pour À = À, = À, on a rang (A — À, E) = 0, c’est-à-dire 
que tous les éléments de la matrice À — À,Æ sont nuls. Dans ce 
cas, tout vecteur x = (z,, z:, z:) est solution du système (3). Pour 
vecteurs propres associés à la valeur propre À, = À, = À, on peut 
alors prendre trois vecteurs quelconques zx!, x°, z° formant un 
système orthonormal. 

On remarquera que dans ce cas la forme quadratique est déjà 
réduite à une somme de carrés (@;; = Gys = Gog = O0, Gy1 = Gge = 
—= sg — À). 

Exempre. Réduire la forme quadratique 

Ti + Ts + 2ite + 201Ts + 2ToTs. 
Ici dy = Goo = jo = Ay3 = Co3 = À, Ass = 0. Formons]l’équation 
caractéristique : 
1—2X 1 1 
1  1—2 1|—=0 
1 1 À 
ou 
—1\A—2À)Ÿ +2—2({4—À) HA =0, —XÀ (1 — À)? + 3 = 0. 


Il est immédiat que À = 0 est une racine de cette équation. Trou- 
vons les deux autres: 


3—(41—A)—=0, (A1—A)ÿ=3, 1—1=+V3,, 1A=1—+V3. 
Donc, : L 
— 4 +3, À — 0, Às = 1—V 3, 


c'est-à-dire que l’on se trouve dans le cas où À, > À, > À. 
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Cherchons le vecteur propre x!. Pour cela formons le système (3): 


—V3rn+ + z3=0 
ti —V 3ra+ zs == 0 
Ti+ Lo — (1 LV 3)z,=0. 


Les équations de ce système sont deux à deux linéairement indé- 
pendantes. En résolvant le système des deux premières équations, 
on trouve 


1+1/3 - 1+V3 
Donc, le vecteur 
1L1/3 1+1/3 
Sr mt HV£ 2, cs) 


est solution du système. En normant ce vecteur on obtient le vec- 
teur propre 


= #4 (er. Mona 7) 
IST \2V31y3  2V3+y3 V3+v3 
Cherchons x° (À, — 0): 


Ti T2 + Ts = 0 
Ti T2 + 23 =0 
T1 Ta +O0-zs = 0. 


En résolvant le système des deux dernières équations (puisque le 
déterminant des coefficients en x, et x; n’est pas nul), on obtient 
To = —Ty, Ts = (0. 

Le vecteur y* = (x,, —zx:, 0) est solution du système et le 


vecteur 
> = | À 1 
T° — ——— —_— "AN 
| y°l V2 ° V 2° 0) 
un vecteur unité propre. Il est aisé de voir qu'il est orthogonal 
à x! (le produit scalaire de ces vecteurs est nul). Entin, pour Às — 
— 4 — V 3 on trouve le troisième vecteur propre 


B-(—— nn AS) 
V6:2y3° V6+2y3"  Vo+2y3 

La matrice orthogonale de passage des coordonnées du vecteur 
Z — (x], To, T3) dans le système (ë, 7, k) aux coordonnées du vec- 
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teur x — (E,, E+, Es) dans le système (x, x°, x*) s'écrit 


«D LCD) Lt 
Ty Ze Ts 


A — 1? zx 4? 
1 2 3 
uk Le 2 
((AÏ=1, At(i)= xt, A(j)=zx*, A1 (k) — x), 
rai + aie + Es, 
To= Ty Et ts bats Es (6) 
Ts Ts bi + Ti" Er ti Es 
Cette transformation préserve l'orientation (puisque | A | — 
= 4 >= 0). c'est-à-dire que le système (x!, x°, x*) est orienté comme 
le système initial (ë, 7. k). 


En portant les expressions (6) dans la forme quadratique on 
obtient la forme canonique 


(1+V3)E+(1—V3)E. 


Etudions maintenant plus en détail les équations 1) à 8) et 
les surfaces qu’elles décrivent. 
L'ellipsoïde 


z° y? 22 ; b 
TT (D 


Pour a = b = c, l’ellipsoïde (7) se transforme en une sphère 
de rayon a et de centre O, c’est-à-dire en le lieu géométrique des 
points situés à une distance a de O. 

Les grandeurs 24, 2b, 2c s'appellent longueurs des axes de l’ellip- 
soide. 

L'équation (7) restant invariante par une substitution (si- 
multanée ou séparée) de —zxzà zx, de —y à y et de —2z à x, 
on conclut que l’ellipsoide (7) est une surface symétrique par rap- 
port aux plans de coordonnées x = 0, y — 0 et z = 0 et par rap- 
port à l’origine des coordonnées O. Il suffit donc d'étudier l’ellip- 
soïde (7) dans le premier octant, c’est-à-dire pour z > 0, y > 0, 
z > 0. La portion d'’ellipsoïde contenue dans le premier octant est 
définie par l'équation explicite 

2 = 2 è 
LC 7Æ — ++, z>0, y>0, <+i<i. 


Pour fixer les idées on admettra que a > b > c. L’ellipsoïde est 
une surface bornée. Il est compris dans une boule de centre O et 
de rayon a: les coordonnées (x, y, z) de tout point de l'ellipsoïde 
vérifient l'inégalité 


nn a [ T° y° 2° e a 
e+tprrge(s+ir+) =a°. 1 = a. 
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Pour se faire une idée plus exacte de l’ellipsoïde, coupons-le 
par des plans parallèles aux plans de coordonnées. La section de 
l’ellipsoïde par les plansz = hk (—c < hk < c) nous donne les ellipses 


d’axes 


On remarque que la plus grande ellipse correspond à la section par 
le plan z = 0. On obtient un tableau analogue en coupant l’ellipsoïde 
par les plans z=h(—-a<h<a)},y=h(—-b<£Lh< b). 


Fig. 151 


L'ellipsoïde (7) est de la forme indiquée sur la figure 151. 

Les points (+a, 0, 0), (0, +b. 0), (0, 0, +c) sont les som- 
mets de l’ellipsoïde. 

Si deux axes quelconques sont égaux, l’ellipsoide (7) est un 
ellipsoïde de révolution, c'est-à-dire la figure engendrée par la rota- 
tion d’une ellipse autour du troisième axe. 

L'hyperboloïde à une nappe 


z? y° 


+ he 51 (a, b, c> 0). (8) 


On voit sur cette équation que l’hyperboloïde à une nappe est 
une surface symétrique par rapport aux plans de coordonnées et par 
rapport a l'origine des coordonnées. Les nombres 2a, 2b, 2c sont 
les axes de l’hyperboloïde à une nappe. Les points (Ha, 0, 0), (0, +, 
0) sont les sommets. 

La section de la surface (8) par le plan z = h est une ellipse 

z® , y® 


h? 
im À 


Vi, Die. 


d’axes 
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Lorsque h varie entre —o et +, cette ellipse décrit la surface (8). 
La section de la surface (8) par un plan z = hk (ou y = k) est 
une hyperbole 


Pour À — +a la première hyperbole se décompose en deux droites 
b 
y — + Fra Z. 

Si |h | La, l'axe transverse de l'hyperbole correspondante est 
une droite parallèle à l'axe Oy, pour | k | > a, une droite parallèle 
à l'axe Oz (on appelle axe transverse d’une hyperbole l’axe coupé 
par celle-ci). 

Si a = b, les sections de la surface (8) par les plans z — h sont 


des cercles de rayon a V 1 + (k?/c°). La surface (8) est dans ce cas 

la surface de révolution de l’hyperbole _ — _ = 1,y—0 autour 

de l’axe Oz. La figure 152 représente un hyperboloïde à une nappe. 
L'hyperboloïide à deux nappes 


= (a, b, c> 0). (9) 


L’équation (9) étant une somme de carrés, la surface qu'elle 
décrit est symétrique par rapport aux plans x = 0,y —0etz —0 
et par rapport à l'origine des coordonnées. L’équation (9) s'écrit 
encore 


+1 +. (9°) 


On voit que la section de la surface (9°) par un planz-h(|h|>a) 
est une ellipse 


y° 2° _ h° 
be tre 
d'’axes 
2bV (h!Ja?)—1, 2e V (h?Ja) —1 . 


Pour | k | << a, le nombre (h°/a°) — 1 est strictement négatif, donc la 
surface (9°) et le plan z = hk ne se coupent pas. 

La section de la surface (9) par un plan z — hk (resp. y = h) 
est une hyperbole 


2° y? … kh° z° 2° _: h? 
prete (resp. 1 +). 


Les points (a, 0, 0) de la surface (9) sont les sommets de l'hyper- 
boloïde à deux nappes. La figure 153 représente un hyperboloïde 
à deux nappes. 
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Le paraboloïde elliptique 
2 2 
++ =2 (p,9>0). (10) 


Les variables x et y figurant par leurs carrés dans (10), cette 
surface est symétrique par rapport aux plans de coordonnées z — Ü, 


Fiy. 152 Fig. 153 


y = 0. Comme p, g >>0, la surface (10) est située dans le. demi- 
espace z > 0. 

La section de la surface (10) par un plan z = h (h > 0) est une 
ellipse 


d’axes | 
2V2ph, 2V 2qh. 


Lorsque À varie de O à œ, cette ellipse décrit la surface (10). 
La section de la surface (10) par un plan x = À (resp. y = h) 
est une parabole 


P=2(:-5-) (resp. 2*=2p (:—27)) 


2 1 
dont le sommet est le point z — _ resp. z — 7.) 


Pour p = gq, la surface (10) est une surface de révolution engen- 
drée par la rotation de la parabole z° — 2pz, y—0 autour de l’axe Oz. 
On dit que la surface (10) est un paraboloïde de révolution. 

Le point (0, 0, 0) s’appelle sommet du paraboloïde elliptique. 
La figure 154 représente un paraboloïde elliptique. 
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Le paraboloïde hyperbolique 


PH 9 (pig 0 44 
nu (p,:g> 0). (11) 


On voit que la surface définie par (11) est symétrique par rap- 
port aux plans x = 0 et y = 0. La section de la surface (11) par 
un plan 3 — h est une hyperbole 


Pour À =>0, l'axe transverse de l’hyperbole est parallèle à Or, 


Fig. 154 Fig. 155 


pour À << 0, parallèle à l’axe Oy. Pour h = 0 la section est consti- 
tuée de deux droites concourantes. 

La section de la surface (11) par un plan x — À (resp. y = h) 
est une parabole dont la concavité est tournée vers le bas (resp. 
vers le haut) : 

y? — _ 7 Es — 9? _h? 
— = 2 : (resp. ner — ) : 
La surface (11) est représentée sur la figure 155. 
Le cône du second degré 


+ 0 (a, b, ce > 0). (12) 


Il est évident que cette surface est symétrique par rapport aux 
plans z — 0, y = 0, z = 0 et par rapport à l'origine des coordon- 
pées. 

La section de la surface (12) par un plan z — h est une ellipse 

72 2 h? 


mm > 
a° b= 2 


d’axes 2a|h [/c et 2b]|h |/c. 
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La section de la surface (12) par un plan z = h (resp. y = h) 
est une hyperbole 


z° y? h2 2 z? h2 
TRE SE (resp. FH y) 


La section de la surface (12) par un plan y = hr est constituée 
d’un couple de droites concourantes 


2 = +czÿ (1/a°) + (h?/b°). 
La figure 156 représente un cône. 
Le point 


x? Ly +Lz = 0. (13) 


L'équation (13) n’est vérifiée que par le point x = y = z = 0. 
Les cylindres du second degré: 


Fig. 156 Fig. 157 
a) Le cylindre elliptique 


Z+E=1 (a b>0). (14) 


L'équation (14) ne contient pas la variable z. Elle définit une 
ellipse d’axes 2a et 2b sur le plan zOy. Si un point (x, y) appartient 
à l’ellipse, tout point (x, y, z) appartiendra à la surface (14). L'en- 
semble des points (x, y, z) est une surface engendrée par une droite 
parallèle à l’axe Oz et s'appuyant sur l’ellipse 

2 2 
ati, e=0. (141) 

L'’ellipse (14°) s'appelle directrice du cylindre, la droite, génératrice 

du cylindre. 
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D'une façon générale, la surface décrite par une droite parallèle 
à une direction donnée et s'appuyant sur une ligne L est dite cylin- 
drique. La surface (14) est représentée sur la figure 157. 
b) Les cylindres hyperbolique et parabo- 
lique 
2° pe 
HE =1 (a b>0). (15) 
y* = 2pz (p >0). (16) 
Les directrices sont ici une hyperbole et une parabole. les géné- 
ratrices, des droites parallèles à l’axe Oz et s'appuyant sur les cour- 


Fig. 158 


bes précédentes. Les surfaces (15) et (16) sont représentées sur les 
figures 158 et 159 


c) Les plans parallèles et concourants. La 
droite 


ax — by =0 (a, b > 0), (17) 
z — a =0 (a >0), (18) 

2 = {, (19) 

T° +y* = (20) 


Les directrices de la surface ee sont les droites 


y= + + x, z=(. 

Donc, la surface (17) est un couple de plans concourants. Deux 
variables ne figurent pas dans les équations des surfaces (18) et 
(19). L'équation (18) définit deux droites x — —+a dans le plan xOy. 

Siz = +a,et yet z sont quelconques, alors les points (+a, y. 2) 
satisfont à l'équation (18), donc la surface (18) est un couple de 
plans parallèles. 

L'équation (19) décrit le plan z0y, car elle n’est vérifiée que 
par les points (x, y. 0), c'est-à-dire par l’ensemble des points du 
plan xrOy. 


32—0622 
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On peut aussi considérer que z = 0 est une directrice dans xOz 
ou yOz et que les génératrices sont des droites parallèles à Oy ou Ox 
et s'appuyant sur z — 0 dans le plan zOz ou yOz. 

L’équation (20) est vérifiée par tout point (0, 0, z). Donc 
c'est l’équation d’une droite, plus exactement de l’axe Oz. 

Surfaces réglées. 

Certaines quadriques sont engendrées par le mouvement d’une 
droite, par exemple les surfaces cylindriques et le cône du second 
degré. Il existe d’autres surfaces engendrées par le mouvement 
d’une droite. 

Une surface engendrée par le mouvement d’une droite s’appelle 
surface réglée et les droites entièrement contenues dans cette sur- 
face. génératrices rectilignes. ” 

Comme exemples de surfaces réglées on a l’hyperboloïde à une 
nappe et le paraboloïde hyperbolique. 


F-E-i-£ 
ou 
(+5) (4H (25. 0e 


Formons le système d'équations du premier degré: 
(22) 


où À est un paramètre. 

Le système (22) définit une famille de droites de paramètre À. 
Si l’on multiplie membre à membre les équations de (22), on obtient 
l'équation (21). Donc, tout point (x, y, z) vérifiant le système (22) 
appartiendra à la surface (21). Donc, chaque droite de la famille (22) 
est entièrement contenue sur l’hyperboloïde à une nappe. 

De façon analogue, le système 


E+r-i(s-). L 


où l'est un paramètre. définit aussi une famille de droites diffe- 
rente de la famille (22) et située sur la surface (21). 

Par chaque point de l’hyperboloïde (21) il passe une droite de 
chaque famille. Ces deux droites correspondent en général à des 
valeurs différentes des paramètres k et L (fig. 160). Par exemple, 


2 15 
par le point TE a, V23, c)de la surface (21) il passe la droite 
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de la famille (22) pour k = (2 + V/6)/(2 +} 2) et la droite de 
la famille (23) pour L — (2 + V 6)/(2 — V2). 

Signalons que les hyperboloïdes à une nappe ont trouvé une 
application dans le bâtiment. Les tours métalliques qui utilisent 
les génératrices rectilignes de l’hyperbo- 
loïde à une nappe allient la solidité à la 
sobriété. 

Il est aisé de vérifier que les deux fa- 
milles de droites 


zx y 

— + ——= —2k:, 

Vp Va (24) 
eh = À 

Vr Va +”? 

ZT, y 1 
0) 

Vr Va 


forment un paraboloïde hyperbolique (11). 

Les droites des familles (24) et (25) sont situées sur cette surface 
et inversement tout point de cette surface est l'intersection d’une 
droite de (24) et d’une droite de (25). 


$ 26. Théorie générale des quadriques 


Soit donnée une quadrique 


3 3 3 
2 » amtati +22 Aix; + B=0, (1) 


> 
Lu 
CS 


où ay; — ay. À, et B sont des constantes. 

Au $ 25 on a énuméré 8 cas particuliers de l'équation (1) et 
on a mentionné que l'équation (1) sous réserve qu'elle ne soit pas 
l'équation d'une surface imaginaire se ramenait à l’un de ces cas 
particuliers dans un certain système de coordonnées rectangulaires. 

On démontre ce fait plus bas. 

On commence par étudier la forme quadratique du premier 
membre de l'équation (1). 

Le théorème 2 du $ 22 nous dit que cette forme se réduit par 
la transformation orthogonale 


3 
=) But  (G=1,2,3) (2) 
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a la forme: 


3 

2e va ’ 
> auiTaTi = MT; + AT, + sr, 
1 


Où À, À» Às sont des nombres réels connus. 

A noter que les formules (2) sont les formules de passage du 
système de coordonnées rectangulaires (x,, z:. x.) à un autre système 
de coordonnées rectangulaires (xr;, x,, x:). 

Dans les nouvelles coordonnées. la surface a visiblement pour 
équation 


3 
Art hr + Art +2Ù Ari + B—0, (3) 


où A, sont des constantes. 

Traitons le cas où les trois nombres À,, À, À3 sont différents 
de O (À, Æ O0, i — 1, 2, 3). 

Plaçons l'origine du nouveau système de coordonnées (E,, E.. E:) 
au point (a;, &:, @3). On a 


Zi = & + EË; (i = 1, 2, 3). 


L’équation de la surface s'écrit dans les nouvelles coordonnées: 
A (a+ En) + Aa (a+ En) ++ a (ass) + 2ÿ Ai (an + En) + B=0 
ou bien 
Es + ALES + AE + 2 (a+ Ai) b+ Bi =0, 


où BP, est une constante. Si l’on pose 


L 


A 
U=—+ (= T, 2, 3), 


cette équation prend la forme simple : 
A RE (&) 


Supposons que les nombres À,, À,, À; sont de même signe. 

Si B, = 0. alors l’équation (4) est vérifiée par un seul point, 
le point (0, O0, O) (voir 7), $ 25). 

Si B,  Üetest du signe de À,, À. s, il est évident qu’il n'existe 
pas de points de coordonnées réelles vérifiant l'équation (4). La 
surface (1) est imaginaire. 
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Si B, 0 et n’est pas du signe de À, À+, Às, alors l'équation 
(4) peut se mettre sous la forme 


CB BB (5) 
À À; k< 
si l’on pose 
À ? 5 © Às ? 


elle devient 


6,6 1 (a, b, c>0). 


Donc, la surface (1) est un ellipsoïde (voir 1), $ 25). 
Supposons maintenant que deux des nombres À,, À, 
de même signe. 
Si B, — 0, on peut admettre dans l'équation (4) que À, >0, 
À: > 0, Às << 0, quitte à multiplier (4) par —1 et quitte à permuter 
les £;. En posant 


À: sont 


Î | 1 
=) À2= 7 Às= —— (a, b, c>0), 
on obtient l’équation du cône (voir 6), $25) 
E  & 8 
PRE ET HR à 


Pour B,+0 on se sert de nouveau de la formule (5). Distinguons 
deux cas foncièrement différents: 


NE à E 1 (l’hyperboloide à une nappe, voir 2), $25), 


—— = — 1 (l’hyperboloïde à deux nappes, voir 3), $ 25). 


Les autres cas se ramènent à ces deux derniers par un change- 
ment de coordonnées E; convenable. 

Supposons maintenant que À = À,A,A3 — 0. L'un au moins 
de ces nombres, pour fixer les idées À: est nul. 

Traitons d'abord le cas où A4, — 0. L’équation (3) s'écrit 


Mr + ot + 2 (Aix, + Acr.) + B = 0, 


où les nombres À, À:, 4À;. 4,, B sont arbitraires. 

Dans le plan (x;, x.) c’est l'équation d’une conique. Dans l'espace 
rapporté aux coordonnées (x, x., x.) c'est l'équation d'une surface 
cylindrique (voir 8), $ 25) dont la directrice est une conique et la 
génératrice une droite parallèle à l’axe des x; (voir 8), $ 25). 
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On admettra dans la suite que À; Æ 0 et À: — 0. L’équation 
(3) devient alors 


Qt + 24;x,) + (or + 2Asrs) + 243x, + B = 0. (3°) 


.. On distinguera les cas suivants. les autres S'y rapportant par 
un changement de coordonnées ou par une multiplication par —1: 
a) À, À >0; b)A, >0, A 0; c) À >0, À == 0. | 

a) Àj: À = 0. Mettons À, et à, en facteur et complétons les 
expressions entre parenthèses à des carrés. parfaits. Comme À. 
et À, ne sont pas nuls, on x 


À (x +) + (x +B) + 24: (x; + v) = 0, 
où. pour simplifier l'écriture, on a désigné par &, B et y les expres- 
sions obtenues. En posant 
E=z +a n=z, +8, L=x +, 
on obtient 


MË° + An = —24,È 
Qu | 


ë N*_ _o- 
À; + À: — æbe (6) 


1 
Si —À; où l'équation (6) est de la forme 
_ +22 (Le paraboloïde elliptique, voir 4), $25) : ‘ ‘ (7) 
(p, g >0). 


Si —A; <0, en remplaçant £ par —Ë6, on obtient de nouveau 
une équation de la forme (%), c'est-à-dire un paraboloïde elliptique. 
b) À, >0, À, < 0 (4; 0). On se sert de l’équation (6). Si 
A; < 0, cette équation s'écrit 
&— = 2€ (Le paraboloïde hyperbolique, voir 5), $ 25) (8) 
(p, ga> 0). 


Si À; > 0, en permutant E et n on obtient une équation de la 
forme (8), c'est-à-dire un paraboloïde hyperbolique. 
c) À >0, À = 0 (4: 0). L'équation (3) devient 


(ur +24;x,) +2 (4:r + A5x,) + B = 0. 
En procédant comme pour cas a) on ramène cette équation à la 
forme 
A (ri + a)? + 2Aîxs +245 (xs +8) = 0, 
où « et B sont des nombres. En posant 


E=7x, +a, n = 2, CL —=2, +, 
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on met cette équation sous la forme 
ME +2 (4sn + A:6) = 0. (9) 
Dans le plan rapporté aux coordonnées (n, £) considérons le 
vecteur æ — (4:. À.). Ecrivons-le sous la forme 
(4:, À4;) = p (cos &, sin a), 


où p >>0 est le module de w, (cos «, sin &) le vecteur unité de ©. 
Le vecteur (sin &«, —cos «&) est aussi un vecteur unité qui est orthogo- 
nal au premier. 

Soit dans le plan rapporté au système de coordonnées rectangu- 
laires (n. €) la transformation orthogonale 


u =ncosa + Üsinaæ v—=mnsin &æ — 5 cos a. 
Cette transformation transforme le système de coordonnées rectangu- 
laires (n. £) en un système de coordonnées rectangulaires (u, v), 
et le système de coordonnées rectangulaires (Ë, n, &) en le système 
de coordonnées rectangulaires (Ë, u, v). En définitive, l'équation 
(9) que l’on peut écrire 
A E® + 2p (n cos «a + Ê sin a) — 0 
prend la forme suivante: 
AE + 2pu = 0, 
ou en remplaçant u par —u: 
= 2pu (p=p/h >0), 
ou enfin en permutant & et u: 
u® = 2pE (p >0), 


on reconnaît l'équation d'un cylindre parabolique (dans les coordon- 
nées rectangulaires (Ë, u, v)). 

Nous avons étudié tous les cas particuliers de l’équation (1) 
et pour chacun d'eux nous avons trouvé un système de coordonnées 
rectangulaires dans lequel l'équation (1) prend l’une des formes 
1) à 8) du $ 25. Ce que nous voulions. 


INDEX 


Abscisse 397 
Accroissement d'une fonction 71 
— total 263 
— d'une variable 70 
Adhérence 287 
Adjoint d'un opérateur 457 
Aire d’une figure mixtiligne 194 
Angle de contingence 239 
— de vecteurs 402 
Application continüment dérivable 


Argument 56 
— sous forme réduite 179 
— d'un nombre complexe 179 
— sinus hyperbolique 98 
— tangente hyperbolique 98 
Asymptote horizontale 156 
— d'une hyperbole 478 
— oblique 155 
— verticale 155 
Axc(s) de coordonnées 397 
— transverse 493 
Axiomes 29 


Base 441, 453 
Binôme de Newton 138 
Borne inférieure 48, 49 
— — d'une intégrale 195 
— supérieure 48, 49 
— — d'une intégrale 195 
Boule fermée 257 
— ouverte 257 


Centre de courbure 239 
Coefficient angulaire 406 


Coefficients de pondération 251 
— d'un système 380 
Cofacteur 373 
Composantes d'un vecteur 380, 400 
Condition nécessaire d’extrémum 292 
— d'’orthogonalité 409 
— — des plans 416 
— de parallélisme 409 
Cône du second degré 386, 495 
Conique 473 
— imaginaire 474 
Conjugué complexe 179 
Constante 11 
Contraintes 310 
Correspondance 60 
Cote 397 
Courbe continue 108, 164 
— convexe 153, 154 
— fermée 233 
— — rectifiable 234 
— gauche continue 232 
— lisse 158, 165, 232 
— de niveau 303 
Courbure d'un cercle 238 
— d’une courbe 239 
— moyenne 239 
Critère d’'Abel de convergence unifor- 
me 334 
— de D’Alembert 322 
— de Cauchy 54, 68, 323, 362 
— de comparaison des séries 221 
— de Dirichlet de convergence 
d’une intégrale 227 
— — — uniforme 334 
Cube fermé 257 
— ouvert 257 


INDEX 


Cylindre elliptique 486, 496 
— hyperbolique 486, 497 
— parabolique 486, 497, 503 


Densité réelle de répartition 108 
Dérivée à droite 105 

— à gauche 105 

— infinie 105 

— Togarithmique 120 

— partielle 265 

— — mixte 266 

— — d'ordre nr 266 

— — — zéro 266 

— — première 266 

— — seconde 266 

— première 125 
Dérivée seconde 125 

— suivant un vecteur 268 

— d’un vecteur 165 
Déterminant de Jacobi 304 

— du second ordre 369 

— du troisième ordre 370 

— de Vandermonde 376 
Développante 239 
Développée 239 
Développement d’un déterminant 374 

— de Taylor 137 
Diagonale non principale 370 

— principale 370 
Différence d’ensembles 13 

— de fonctions 57 

— de norbres 22 

— de suites 37 

— de deux vecteurs 400 
Différentielle d’une fonction 122 

— d'ordre #7 126 

— première 126, 279 

— seconde 126, 279 
Directrice d'un cylindre 496 

— d'une parabole 480 
Discontinuité artificielle 77 

— de deuxième espèce 77 

— de première espèce 75 
Disque de convergence 343 
Distance de deux points 400 


905 


Distance d'un point à un plan 416 


Domaine 259 
Droite numérique 18 
-s parallèles 409 


Elément d'un déterminant 367, 370 
— d’une matrice 379 
— d'une suite 19, 31 
Ellipse 112 
Ellipsoïde 485, 491, 501 
— de révolution 492 
Ensemble 12 
— borné 27 
— complet 55 
— connexe 259 
— de définition 56 
— dénombrable 28 
-s égaux 12 
— des entiers naturels 12 
— — relatifs 12 
-s équivalents 28 
— fermé 284 
— infini 28 
— majoré 27 
— minoré 27 
— ouvert 258 
— partout dense 34 
— des réels 15 
— de valeurs 11 
Espace comlexe 399 
— réel 399 
Equation caractéristique 470, 487 
— d'une droite en fonction des 
coordonnées à l'origine 408 
— — sous forme canonique 419 
— — — normale 410 
— — passant par un point 408 
— générale de la droite 406 
— du plan en fonction des coor- 
données à l'origine 414 
— — sous forme générale 412 
— — — normale 412 
— — — vectorielle 412 
— — passant par uu point 414 
Extrémum local 128, 292 
— — absolu 311 


506 


Facteur de normalisation #10 
Famille de droites 498 
Fonction 56 

— analytique 354 

— bornée 58 

— non bornée 58 

— composée 57 

— continue 71, 73, 76, 79, 262 

— croissante 58 

— décroissante 58 

— différentiable 270 

— discontinue 71, 76 

— dominée 104 

-s élémentaires 88, 264 

-s équivalentes 102 

— exponentielle 92 

— harmonique 340 

— homogène 276 

— À-homogène 276 

— homographique rationnelle 

189 

-s hyperboliques 98 

— impaire 58 

— implicite 62 

— intégrable-Cauchv 196 

— — Riemann 196 

— de Lagrange 314 

— Jlogsrithme 95 

— — népcrien 96 

— du même ordre 104 

— paire 58 

— périodique 98 

— rationnelle 263 

— réciproque 62, 83 

— strictement croissante 58 

— — décroissante 58 

— uniformément continue 86 

— de deux variables 60 

— de plusieurs variables 61 

— vectorielle 165 
Forme canonique d'une forme quadra- 

tique 472 

— exponentielle d'un nombre com- 

plexe 180 
-s indéterminées 41, 136 


— invariante 127 


INDEX 


Forme quadratique 280, 463 
— — elliptique 473 
— — hyperbolique 473 
— — parabolique 473 
— trigonométrique d’un nombre 
complexe 180 
Formule des accroissements (de La- 
grange) 131 
— de Maclaurin 139 
— de Moivre 180 
— de Newton-Leibniz 208 
— de Simpson, simple 252 
— —, complexe 253 
— de Taylor 138, 283 
— — avec rèste intégral 214 
— — — de Peano 140 
Foyer d’une ellipse 474 
— d'une hyperbole 476 
— d'une parabole 480 
Fraction propre 186 
-s simples 186 
Frontirre 286 


Génératrice d’un cylindre 496 
-s rectilignes 498 

Gradient d'une fonction 275 

Grandeur variable 11 

Graphe d'une fonction 58 


Hodographe 165 
Hyperbole 113 
Hyperboloïde à deux nappes 485, 493, 
501 
— à une nappe 485, 492, 501 


Image 308 
— d’un ensemble 56 
— réciproque 308 
Inégalité de Bouniakovski 402 
— de Minkowski 255, 403 
— triangulaire 255 
Infimum 48 
Infiniment grand 39, 69 
— — d'ordre inférieur 102 
— — — supérieur 102 


INDEX 507 


Infiniment petit 39, 66 

— — d'ordre inférieur 102 

— — — supcrieur 102 
Intégrale absolument convergente 

221, 228 

— convergente 218, 228 

-s de Darboux 216 

— définie 194 

— divergente 218 

— impropre 218, 219 

— de Riemann 196 
Intégration 170 

— par changement de variables 

173 

— par parties 176 
Intensité du courant 108 
Intersection d'ensembles 13 
Intervalle fermé 27 

— — illimité à droite 2 

— — — à gauche 27 

— ouvert 27 

— — illimité à droite 2 

— — — à gauche 27 


=] 


A 


Limite à droite 70 
— à gauche 70 
— d'une fonction 63, 65, 
— inférieure d'une suite 52 
— supérieure d'une suite 51 
Longueur des axes d'un ellipsoïde 
491 
— d'un intervalle 27 
— d’un vecteur 394 


258 


Majorant 19 
Matrice 379 
— canonique 468 
— carrée 379 
-s égales 379 
— élargie 382 
— infinie 19 
— orthogonale 445 
— unité 437 
Maximum 291 
— local 291 
Méthode des coefficients indéterminés 
177 


Méthode d'élimination des incon- 
nues (de Gauss) 389 
— d'intégration des 
248 
— — des trapezes 248 
Mineur d'un élément 373 
Minimum 291 
— local 291 


Minorant 19 
Module d’un nombre complexe 179 


Multiplicateurs de Lagrange :314 
Négation d'une proposition 14 
Nœud 251 
Nombre complexe 178 

-8 irrationnels 15 

— de transpositions 372 

Normale 112 
Norme d'un vecteur 400 
Noyau de Poisson 340 
n-troncature 21 


rectangles 


Opérateur 434 
— autoadjoint 463 
— identique 437 
— inverse 437 
— linéaire 435 
Ordonnée 397 
Orientation d'une courbe 233 
— d'un système 421 


Parabole 113 
Paraboloïde elliptique 486, 494, 501 
— hyperholique 486, 495, 591 
— de révolution 494 
Parallélotope fermé 257 
— ouvert 257 
Période 16 
Permutation de base 371 
— impaire 372 
— paire 372 
Plan tangent 271 
Point anguleux 110 
— double 233 
— extérieur 286 
— d'extrémum lié 311 
— frontière 286 


908 


Point d’inflexion 152 

— intérieur 258, 286 

— de maximum 291 

— de minimum 291 

— singulier 302 

— stationnaire 147, 292 
Polynôme 75 

— de degré n 182 

— d'interpolation de Lagrange 

246 

— réel 184 
Primitive 169 
Produit d'ensembles 13 

— de fonctions 57 

— de matrices 436 

— mixte de vecteurs 428 

— de nombres 22 

— scalaire 396, 401 

— de suites 37 

— vectoriel 423 
Propriété de continuité (ou de 

plétude) 55 


Quadrique 485 
Quantificateur existentiel 14 
— universel 13 
Quotient de fonctions 57 
— de nombres 22 
— de suites 37 


Racine d'un polynôme 182 
— —, double 183 
— —, de mulliplicité s 183 
— —, simple 183 
Rang d'une matrice 379 
Rayon de convergence 343 
— de courbure 239 
— vecteur 397 
Règle de l'Hospital 135 
Reste sous forme de Cauchy 139 
— — de Lagrange 139 
— de la formule d'intégration 249 
— — de Taylor 138 
— d'une série 317 
Réunion d’ensembles 13 


INDEX 


Saut infini 78 
Sécante 108 
Segment 259, 404 
Série 141, 316 
— absolument convergente 326, 
361 
— binomiale 359 
— commutativement 
te 328 
— convergente 316 
— divergente 141 
— double 360 
— entière 343 
— harmonique 325 
— de Leibnitz 326 
— de Maclaurin 141 
— semi-convergente 328 
— de Taylor d’une fonction 141, 
349 
— uniformément convergente 331, 
361 
Solution non triviale 382 
— triviale 382 
Somme de Darboux 215 
— de fonctions 57 
— de nombres 22 
— d'opérateurs 438 
-s partielles d’une série 141, 316, 
360 
— de Riemann 193 
— de suites 37 
— de vecteurs 400 
Sommets d’un hyperbole 478 
Sous-espace 452 
— à une dimension 453 
Sous-suite 50 
Substitution universelle 191 
Suite(s) bornées 32 
— de Cauchy 54 
— constante 31 
— croissante 42 
— décroissante 42 
— majorée 19 
— minorée 19 
— monotone 42 
— de nombres 19, 31 


convergen- 


INDEX 909 


Suite strictement 
— — décroissante 42 
— — monotone 42 
Suprémum 48 
Surface imaginaire 485, 500 
— de niveau 302 
— réglée 498 
— du second degré 485 
Symbole décimal 15 
— — illimité 15 
— — — périodique 16 
— — limité 15 
Système compatible 387 
— complet 466 
— de cocrdonnées 397 
— direct 422 
— homogène d'équations 382 
— impossible 383 
— linéairement dépendant 429 
— — indépendant 429 
— orthogonal 443 
— orthonormal 443 
— rétrograde 422 


Tangente 109, 4124 

Terme d'un déterminant 370, 372 
— principal de l'accroissement 122 
— d'une suite 19, 31 


Théorème d'Abel 346 
— de Bézout 182 
— de Bolzano-Weierstrass 51 
— de Cauchy 130 
— de changement de la variable 
210 
— des dérivées mixtes 267 


croissante 42 


Théorème d'existence des foncti- 
ons implicites 297 
— — de l'intégrale 216 
— de Fermat 129 
— londamental 183, 343 
— de la moyenne pour une inté- 
grale définie 213 
— — de Lagrange 131 
— de Rolle 129 
— des segments emboîtés 46 
— de Sylvester 469 
— de Weierstrass 80, 331 
Transformation d'’Abel 334 
Transposée d’une matrice 379 
Transposition de deux éléments 371 


Valeur arithmétique de la racine 
n-ième 88 

— propre 465 
Variable dépendante 56, 126 

— indépendante 56, 126 
Vecteur 380 

-s colinéaires 394 

-s coplanaires 422 

— libre 393 

— normal unité 166 

— normé 443 

— nul 394 

-s orthogonaux 402, 443 

— propre 465 

— tangent 166 

— — unité 166 
Vitesse instantanée 107 
Voisinage d’un point 27, 65 
e-voisinage d'un point 27 


SOMMAIRE DU TOME II 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 
INTÉGRALES MULTIPLES 
ANALYSE VECTORIELLE 


SÉRIES DE FOURIER ET INTÉGRALE DE FOURIER 
ÉQUATIONS DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 
THÉORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE 
CALCUL OPÉRATIONNEL 


À NOS LECTEURS 


Les Editions Mir vous seraient très reconnais- 
santes de bien vouloir leur communiquer votre 
opinion sur le contenu de ce livre, sa traduction et 
sa présentation. ainsi que toute autre suggestion. 


Notre adresse : 


2. Pervi Rijski péréoulok, 
Muscou, 1-110, GSP, U.R.S.S. 


[Imprimé en Union Soviétique 


